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Vorwort 

den Mathematikern zu lesen 



icht zum erstenmal eine Charakteristik 
' Mathematik in ihrem ganzen Bereiche 
men Gegenstandstheorie. Wieweit ich 
i stütze, sagen die Literaturhinweise; vor 
ckert viel. Meine AuBfiihruugen werden 
el und Irrtämer enthalten. Aber das 

jung gebliebenen Geister reizen, dort 
rsagen. 

den Philosophen und den Mathematiker, 
rd die Gegenstandstheorie weiter aus- 
ar es durchweg gewohnt ist Um die 
ehen, können wir uns heute mit den 
hetischen Urteilen ebensowenig wie mit 
rten über Gedankendinge begnügen. 
I gründliches gegenstandstheoretiscbes 

r wird das Verständnis der Schrift aus 
m schwer fallen. 

ich erstaunt fragen, ob denn noch ein 
[{ithematiker, über die mathematischen 
Igen könoa In der Tat sagt indes der 
iberhaupt nichts über seine Gegenstände, 
nen und dadurch bestimmt er indirekt, 
a logischen Typ, Der Philosoph sieht 
ker arbeitet, und charakterisiert danach 
tmein. Der Philosoph will also nur die 
t, aber ihr nichts vorschreiben. 
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Zweitens spricht die Schrift nicht die Sprache, die der 
Mathematiker gewohnt ist. Aber muß das nicht so sein? 
Sie sagt ja eben nichts Mathematisches, sondern nur Logisches, 
und soviel Geistesbeweghchkeit imd Kraft zur Selbstüber- 
windung ydrd sich der Mathematiker wohl auch bewahrt 
haben, daß er eine andere wissenschaftliche Sprache als die 
seine zu verstehen vermag. 

Drittens besitzt die Schrift nicht die Exaktheit der 
mathematischen Arbeiten. Natürlich nicht, sie kann sie ja 
gar nicht haben. Denn die Exaktheit richtet sich nach dem 
Gegenstande, der bearbeitet wird. Das Allgemeine an den 
mathematischen Gegenständen, das die Schrift zu erfassen 
versucht, erträgt eben die Exaktheit nicht, die die mathe- 
matischen Gegenstände haben, weil es, wie die Schrift noch 
genauer dartun wird, in einem ganz anderen Wirklichkeits- 
bereiche liegt. 

Viertens endlich hat der Mathematiker sich den Zugang 
zu den eigentlichen logischen Problemen oft genug verbaut 
durch seine Begeisterung für die Logistik, die er für die 
Logik hält. Die Logistik ist aus einem Grunde, den wir in 
der Schrift selber kennen lernen werden, in manchen Punkten 
exakter als die Logik und schmeichelt dadurch dem Mathe- 
matiker, enthält aber in der Tat erstaunlich wenig Logik, 
Da ' bleibt nun nichts anderes übrig, als daß der Mathe- 
matiker alles das abstreift, was er bisher an Logik gelernt 
hat oder gelernt zu haben glaubt, daß er gleichsam wieder 
ein logisches Wickelkind wird und dann die eigentlichen 
logischen Probleme sehen lernt Ist ihm das Verständnis 
für sie aufgegangen, dann wird er auch erkennen, daß die 
Mathematik eine Wissenschaft ist, bei der m^an stets weiß, 
wovon man spricht. 

Indem die Schrift den Gegenstand der Mathematik von 
den Gegenständen anderer Wissenschaften, vor allem auch 
der Naturwissenschaft, sorgfältig zu scheiden sucht, stößt 
sie auf das durch' die Belativitätstheorie entstandene Problem, 



'hysik sich in Geometrie anflöseD läßt. Ich habe es 
lebandelt, weil es in der hentigen Zeit wohl be- 
1 Interesse begegnet. 

schließlich die Schrift nur die wesentlichen Gmnd- 
1 hinstellt nnd an vielen Verzweigungen nnd feineren 
an vorbeigeht, geschieht dämm, weil erst einmal 
rundgedanken Anerkennang und Eingang finden 

'fotgemeinschaft der Deutschen Wissenschaft sei auch 
Herzen gedankt, weil sie das Erscheinen der Schrift 
ht hat. 

Q-Buschdorf, April 1922 

AlofS Hüller 
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Einleitung 

lld.Melllode. Der Jäger, der eiUea Rehboo 

h morgens oder abends an deHsen WecliB« 
. diese Zeit Wege, Blößen und Waldrände 
bbühner schieben, so geht er tagsüber mi 
i'elder, bis derHand vorstebt vnd dann mi 
er zusammen die Hühner aufjagt. Das sin 
ae Verfahrungs weisen oder Jagdmethodei 
st. Der Grrnnd für die Verschiedenheit d« 
icbeinlicb in der Art, in dem Charakter de 
-t des Wildes bestinunt seine Jagdmethod 
rilt auch für die Wissesscbaften. 
Seachichtswissenschaft ins Auge. Der Qt 
nach Dokumenten, prüft ihre Echtheit, vei 
^bt, in das Seelenleben der Persönlichkeits 
dre Taten zu verstehen. 'Er antersucbt di 
'ölker; ihre staatlicben Formen, ihr häui 
is Lehen, ihre Religionen, ihren Handel un 
sse und Fertigkeiten, um daraus wieder Eii 
;, den Verlauf und die Folgen der äuUere 

en den Physiker. Er beobachtet das Steige 
Esilhersäule im Thermometer, den Äusschia 
er, den Winkel eines Lichtstrahles mit eint 
e von Spektrallinien usw. Er berechnet seil 
it anderen zusammen, leitet aus ihnen al 
nd sucht Versuchsergebnisse im voraus ax 

leachichtaforscber und der Physiker arbeite 
a Metboden. Diese Methoden in ihrer Geeam 
scb für ihre Wissenschaften. Es kann natu 
eren Wissenschaften vorkommen, daß eii 
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Methode der einen in der anderen benutzt wird. Je nachdem z. B. 
ein Schriftstück auf seine Echtheit geprüft wird, sind physikalische 
oder chemische Untersuchungen des Papiers oder der Schrift nötig. 
Aber dadurch wird die gebrauchte physikalische oder chemische 
Methode keine geschichtliche Methode. Es ist das nur eine Anleihe, 
die die Geschichtswissenschaft gelegentlich bei Physik und Chemie 
wie bej^ anderen Wissenschaften machen« muJß. In ihrer Gesamt- 
heit sind die Methoden einer Wissenschaft typisch für sie. 

Man könnte also die Wissenschaften nach ihren Methoden 
charakterisieren. Ganz zweifellos geht das. Aber man kann auch 
noch tiefer dringen und sich fragen, worin denn die Verschieden- 
heit der Methoden ihren Grund hat. Es gibt nun nichts anderes, 
worin sie begründet sein könnte, als die Verschiedenheit der 
Gegenstände f mit denen sich die Wissenschaften beschäftigen. 
Der Geschichtsforscher stellt den einmaligen individuellen Verlauf 
solcher Ereignisse unter den Menschen dar, die auf Kulturwerte 
bezogen sind. Der Physiker hat es mit den meßbaren Energien 
der Natur zu tun, deren Wanderungen und Wandlungen überall 
im Raum und in der Zeit nach denselben Gesetzen vor sich gehen. 
Diese totale Verschiedenheit der Gegenstände bedingt eine Ver- 
schiedenheit der Methoden ihrer Untersuchung. Das, was die 
Wissenschaften im tiefsten Grunde unterscheidet, was typisch für 
sie ist, was ihnen ihren Charakter aufprägt, ist also ihr Gegenstand. 

Das gilt auch für die Mathematik und ihre Unterschiede von 
den übrigen Wissenschaften. 

Die Mathematik ist ohne Zweifel durch ihre Methode charakte- 
risiert. Der Mathematiker hat sich nicht um Dokumente, Personen, 
Völker, Kulturformen, nicht um Vorgänge in der Körperwelt zu 
kümmern. Was irgendwie mit dem Ablauf der Erfahrung zu tun 
hat, läßt ihn ganz kühl. Er setzt eine Reihe von Sätzen an die 
Spitze seiner Wissenschaft, und daraus folgt alles übrige mit 
eiserner Konsequenz, mit einer so unheimlichen Konsequenz, daß 
man mit Recht sagen kann, die Formeln seien oft klüger als der 
Mensch, der sie gefunden hat. 

Wir wollen zweierlei dabei nicht übersehen. Zunächst mag 
es vielleicht noch andere Wissenschaften geben, die eine ähnliche 
Methode befolgen, die sich auch um alles, was Erfahrung heißt, 
nicht kümmern. Wir fragen hier nicht danach, denn wir sind 
sicher, daß sich bei näherem Zusehen doch charakteristische Unter- 
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stellen werden, oder, wenli das nicht der Fall ist, 
nir Mathematik gehören. Zweitens dürfen wir nicht 
I der Mathematiker zwar einer Spinne gleicht, die 
US sich heraus spinnt, daß aber die Spinne vorher 
n muH, um den SpiunstofE produzieren zu können. 
ifeei" hat auch Hilfe von außen nötig. Diese Hilfe 
icht grob und deutlich gewesen. Die Geschichte der 
I Altertum lehrt, wieviele mathematischen Probleme 
ihe Aufgaben des täglichen Lebens und des Kultus 
id; .die Anfänge der Mathematik gehen überhaupt 
iischen Interessen ackerbau- und handeltreibender 
kus. Aber die Methode der Mathematik ist davon 
Um den Inhalt eines Rechtecks oder Dreiecks zu 
t man keine Banemfelder, ja nicht einmal fein ge- 
rän zu messen. So sehr also die Mathematik auch 
iregungen von „außen" erhält, ihr „Wesen" wird 
Brührt. 

len also dabei, daß ihre Methode für die Mathematik 
h ist. Aber die Methode muß sich nach dem G^en- 
. Sein Charakter bedingt den Typus der Methode, 
lathematik also im Grunde charakterisiert, ist eben- 
istand. 

'erständnis dafür zu gewinnen, was die Mathematik 
was für eine Art von Wissenschaft im Unterschiede 
ist, erheben wir deshalb die Frage nach dem Gegen- 
ithematik und wollen in dieser Schrift versuchen, 
l wesentlichsten Kenntnisse von dem Typus dieses 
zu erhalten. 

'oti den Oegenständen überhaupt 

Ist ein Gegenstand? Wir müssen zunächst einiges 
astände überhaupt hören und erhalten dadurch zu- 
mdlegende Charakterisierung des Gegenstandes der 

■sie Aufgabe ist die Beantwortung der Frage; Was 
tand? 

1 schließen es unsere bisherigen Aasführungen schon 
ivill es trotzdem noch ansdrücklich betonen, daß wir 
1* 
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das Wort „Gegenstand" nicht im Sinne des gewöhnlichen Lebens 
nehmen, wo Tische, Stühle, Kleider, Bücher usw Gegenstände 
sind. Gegenstände in d^m Sinne, in dem wir sie hier verstehen, 
sind wohl atich solche Dinge, aber nicht nur solche Dinge. 

Wir hezeichnen als Gegenstand aUes, was gedacht werden 
kann. Man muß diese Definition zwei- und dreimal lesen, um ihre 
Weite würdigen zu können. Man nehme ein Konversationslexikon 
mit beliebig vielen Bänden : Jedes seiner Stichworte bezeichnet 
einen Gegenstand, und wir sind überzeugt, daß damit das Heer 
der Gegenstände nicht erschöpft ist. Auch der Begriff „Gegen- 
stand" kann natürlich ein Gegenstand sein, er ist es z.B. in diesem 
Kapitel, weil darin von den Gegenständen überhaupt gehandelt wird. 

Um noch eine andere Definitlbn geben zu können, sind einige 
Vorbemerkungen nötig. Immer, wenn der Mensch denkt, erkennt, 
dann urteilt er. Das Erkennen ist stets ein Urteilen. Ein bloßes 
Sehen, Hören, überhaupt Wahrnehmen, ist noch kein Erkennen, 
sondern nur die Reaktion auf einen Reiz. Gewiß ist mit dem 
Wahrnehmen fast immer ein Urteil verbunden, ohne daß wir es 
beachten. Es braucht also auch kein formuliertes Urteil zu sein; 
es genügt das Wissen. Jedenfalls liegt der Sachverhalt des Er- 
kennens nur im Urteil vor. Nun unterscheidet die landläufige 
Logik — sie genügt uns vorläufig — im allgemeinen bei jedeto* 
Urteil Subjekt, Prädikat und Kopula. In dem Urteil „diese Rose 
ist rot" ist „diese Rose" Subjekt, „rot" Prädikat und „ist" die 
Kopula. Das, von dem in dem Urteil etwas ausgesagt wird, ist 
das Subjekt. 

Nun können wir definieren : Gegenstand ist alles, was Subjekt 
eines Urteils werden kann. 

Man wird den Unterschied unserer beiden Gegenstands- 
definitionen mehr fühlen als sehen. Es ist ein sehr wichtiger vor- 
handen. Es könnte nämlich so aussehen, als oh wir mit dem, was 
„gedacht werden kann", ntir die wirklichen Gegenstände meinten, 
die unwirJdichen aber ausschließen wollten. * Das wäre aber ein 
Irrtum. Das Subjekt eines Urteils kann hinsichtlich seines Wirklich- 
eeins bejaht oder verneint werden, es kann von ihm ausgesagt 
werden, was immer man will — das alles geht uns nichts an; als 
Subjekt eines Urteils ist es ein Gegenstand. Man sieht also: Die 
zweite Definition ist nicht richtiger als die erste, aber sie ist vor- 
sichtiger, indem sie keinen Anlaß zu falschen Deutungen gibt. 
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Segensfände. Unsere zweite Aufgabe ist, 
sifizieren. Das erscheint bei der uaüber- 

it der Cregenstände scbwieriger, als es iet. 
iraue, daß alle Gegenstände Wirklicbkelt 
ih nur durch die Art oder Form ihrer 
üichkeitsform, unterscheiden. Dann zer- 
in drei Klassen : a) die sinnlichen, b) die 
ineinnlichen Gegenstände. Ich lasse die 
schreitende Wissenschaft nicht noch neue 
eu aufdecken wird. Wir besprechen die 
ders. 

i Gegenstände. Hierher gehört zunächst 
bon besagt, alles, was wir durch die Sinne 
man das Wort „Sinne" nicht im einfach 
nehmen, sondern mnß darunter die durch 
jenschaft yersohärften Sinne versteben. 
lit wenigen Sinnen arbeitet, arbeitet die 
d Sinnen. Was unseren Sinnen unzugäng- 
I Wellen, nehmen unsere Apparate wahr. 
nsere Sinne oder Apparate wahrnehmbar 
rare, wenn wir die entsprechenden Sinne 
Apparate hauen könnten, nennen wir die 
Aber damit ist die Menge der sinnlichen 
öpft. Auoh das Seelenleben gehört dazu, 
»tellungen, Gefühle, Willens Vorgänge und 
Is Seelisches oder Psychisches bezeichnen 
mit sich die Wissenschaft der Psychologie 
ische und psychische Gegenstände treten 
j (phänomenologisch) mit derselben Un- 
iz entgegen. Zusammenfassend können wir 
e gehören die physischen and psychischen 
ilichen und der möglichen Wahrnehmung 

klickkeitsform dieser Gegenstände? Dreier- 
tisch: 1. Das Sei«. Die sinnlichen Gegen- 
(Uckheit. Sie stehen alle unter der Herr- 
lealitäl; das soll heißen: sie wirken kausal 
treit über das Kausalitätsproblem wollen 
!en, sondern nur den allgemeinen Kausal- 
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begriff nehmen, den die Naturwissenschaft auch anerkennt, weil 
sie ihn nötig' hat. Die Wirklichkeitsform der sinnlichen Gegen- 
stände ist also das zeitliche reale Sein. ^ 

4. b) Die übersinnlichen Gegenstände. Zu ihnen gehört 

alles das, zu dessen Annahme man, von den sinnlichen Gegen- 
ständen ausgehend, durch Schlüsse kommen kann und das prin- 
zipiell nicht Gegenstand möglicher sinnlicher Wahrnehmung oder 
Erfahrung ist. Die übersinnlichen Gegenstände bilden also ein 
Reich der Vermutungen, der Wahrscheinlichkeit, der Hypotheaen 
im weitesten Sinne des Wortes. Zu ihnen gehören z. B. das Ding 
an sich, die Substanz, die Monade, das Lebensprinzip, die absoluten 
Raumfaktoren usw. Auch die substantielle „Seele" ist ein über- 
sinnlicher Gegenstand; denn sie ist nichts, was wir erfahren, 
sondern etwas, was wir der Erfahrung hypothetisch unterlegen. 
Auf die Wirklichkeitsform der übersinnlichen Gegenstände 
näher einzugehen, würde uns zu tief in philosophische Unter- 
suchungen führen, die wir hier besonders deshalb vermeiden, weil 
uns diese Gegenstände gar nicht mehr weiter beschäftigen werden. 

5. c) Die unsinnlichen Gegenstände. Das sind* für uns die^ 
wichtigsten Gegenstände. Aber auch die am schwersten zu charak- 
terisierenden ; nicht deshalb, weil ihre Charaktereigenschaften nicht 
scharf ausgeprägt wären — sie sind wohl mindestens so typisch 
wie die der anderen — , sondern weil dieser Typus noch sehr wenig, 
in seiner Eigenart erkannt ist. Die unsinnlichen Gegenstände zer- 
fallen in zwei so völlig voneinander geschiedene Klassen, daß man 
sie als zwei selbständige Klassen neben die beiden bisher be- 
sprochenen setzen könnte. Ich will versuchen, von einigen Bei- 
spielen aus den Charakter der Gegenstände dieser Klassein zu ver- 
deutlichen. 

Wer das Büchlein von Lietzmann über den pythagoreischen 
Lehrsatz i) durchliest, wird diesen Satz in allen möglichen Formen 
und Beziehungen ausgesprochen finden: bald in Worten, bald in 
Formeln, bald in Figuren, in Verbindung mit der Ähnlichkeits- 
lehre, mit der Funktionentheorie, mit dem großen F ermatschen 
Satz. Dutzende Male beim Lesen des Büchleins wird ihm also der 
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1) W. Lietzmann, Der pythagoreische Lehrsatz, 1912 (Math.- 
physikal. Bibl. Nr. 3). 



jg, aber immer aus anderer YeraalaBaung, mit 
idung, in anderer Mnkleidnng , in anderem Zu- 
nd zwar nicht jedem Leeer verschieden, sondern 
versteht, was gemeint ist, in derselben Weise. Was 
in, was psychisch in nns abläuft, die BewuÜtseina- 

dieeen Fällen verschieden. Aber „inmitten" dieser 
tsychischen Geschehnisse ist etwas identisch daa- 
i des Lehrsatzes. Dieses Identische, diesen Sinn 
its. Er ist' gewisBermaßen etwas Statisches' im 
)T psychischen Prozesse beim Lesen des Büchleins. 
Lehrsatz zuerst in der Formel lese und dann in 

sich das Psychische, das, was in mit vorgebt, vom 
iten Falle geändert, aber der Sinn des Satzes ist 
unberührt geblieben. Dieser Sinn ist also zweifel- 
lisches. Ebenso zweifellos auch nichts Physisches; 
ler durch die Sinne noch durch Apparate wahr- 
st er vielleicht zu den übersinnlichen Gegenständen? 
, dann mr kommen nicht zu ihm durch Schlüsse, 
es und Psychisches anknüpfen ; ^r ist keine 5ypo- 
ng sinnlicher Gegenatandskomplese. Er wird ein~ 
' vorgefunden. Er gehört also jedenfalls zu einer 
'on Gegenständen, die wir die unsinnlichen nennen 
ier vom Sinn des -pythagoreischen Lehrsatzes ge- 
lt natürlich auf den Sinn jedes Urteils. 
t die Wirklichkeitsform des Sinnes? Zunächst ist 
iondern er ist stets wahr oder falsch. Das schlichte 
Iso von ihm nicht aussagen. Lotze hat die glück- 
Qg gefunden: der Sinn ist nicht, sondern er ffÜt. 
nlichen Gegenständen das Sein ist, ist beim Urteils- 
, Fürs zweite haben wir schon erkannt, wie der 

zeitlichen Ablauf unberührt, als etwas Zeitloses 
lichkeiteform des Sinnes ist also das eeitlose Gelten. 
a Zeitlosigkeit noch einer genaueren Charakteristik. 
n, vom Drteilsainn zu sagen : er gilt jetzt und jetzt 
hat nicht einmal angefangen zu gelten und wird 
fhörea zu gelten. Er gilt nicht immer, er gilt ein- 

also als etwas Ewiges dem Zeitlichen gegenüber. 
it schwer, noch andere Gegenstände vom gleichen 
den. Der ürteilssinn ist durch den Gegensatz 
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wahr — falsch charakterisiert. So werden denn wohl auch das 
Schöne und das Häßliche, das Gute und das Schlechte, das Heilige 
und das ünheilige Klassenhezeichnungen für Gegenstände des- 
selben Typus sein. In der Tat läßt sich zeigen, daß auch, die 
Wirklichkeitsform dieser Gegenstände das zeitlose Gelten ist. Wie 
wir sehen, tritt das Gelten in verschiedenen Formen auf: als 
Wahrsein, Falschsein, Schönsein usw. Wir haben damit schon 
einen allgemeinen Begriff des Geltens eingeführt, den wir bei- 
behalten wollen. Der Sinn des Urteils 2 -j- 3 = 7 ist falsch, aber 
er gilt auch, nur umgekehrt wie der Sinn des Urteils 2 -f- 3 = 5. 
Das Niohtgelten ist auch ein Gelten. Wir fassen es deshalb mit 
unter diesen Begriff und unterscheiden ein positives und nega- 
tives Gelten. 

Wir wollen noch für alle Gegenstände dieses Typus ein kurzes 
Wort einführen. Wir nennen alles, was gilt, und nur das, was 
gilt, einen Wert. Ich betone also auf das nachdrücklichste, daß 
Wert nicht im Sinne des gewöhnlichen Lebens verstanden ist. 
Im gewöhnlichen Leben bezeichnet Wert die Eigenschaft eines 
Objektes, wegen der wir das Objekt schätzen, begehren, hochhalten, 
erstreben, werten. Von alledem liegt nichts in unserem Begriff. 
Jeder Gegenstand, der die eigenartige Wirklichkeitsform des Geltens 
hat, ist in unseren Augen ein Wert. Die Werte sind durchaus 
selbständige Gegenstände. Schon allein durch ihre völlige Fremd- 
l^eit gegenüber der Zeit ist ihre absolute Unabhängigkeit von 
allem erwiesen; nach (6) sind sie also auch wirkliche Gegenstände. 
!Darin liegt der tiefste Grund, warum es falsch ist zu sagen, Wert 
sei immer Wert für ein Subjekt; es gäbe also keine Werte, wenn 
keine Subjekte existierten. Hier spielt noch der populäre Wert- 
begriff hinein, der natürlich nur Werte für ein Subjekt kennt. 
Die Werte in unserem Sinne sind eine Welt in sich selbständiger, 
auf nichts anderes neben ihnen angewiesener Gegenstände. 

Wir kommen zur zweiten Klasse der unsinAlichen Gegen- 
stände. Wir rechnen dazu z. B. den Punkt, die gerade Linie, die 
Fläche, den Kreis, den dreidimensionalen Raum, die Zahl, also die 
Gegenstände, mit denen die Mathematik sich beschäftigt. Es ist 
zunächst klar, daß sie nicht zu den sinnlichen Gegenständen ge- 
hören ; denn sie sind doch offenbar nichts Physisches oder Psychi- 
sches, sie sind nicht erfahrbar und wirken nicht kausal auf einande . 
Aber auch zu den übersinnlichen darf man sie nicht Schlager ; 



lypothetiBch als eine reale Ergäazung der 
infgeatellt. Elbensowesig darf man sie zu 
öden zählen. Sie gelten offenbar nicht, 
Rücksicht daranf, daß sie zwar sind, aber 
I sie ideal. Eines aber teilen sie mit den 
; sie sind nämlich wie diese eeitlos. Die 
äude äodem sich nicht mit der Zeit. Indes 
sr nur Unabhängigkeit voa Veränderung; 
anstände sind immer gleich. Die Wirklich- 
:iBchen Gegenstände ist also das neitlose 
ben wir eine erste Charakteristik dieser 
Tiefer in ihren Typus hinein werden uns 
en führen. 

atischen Gegenständen gehören in unsere 
B. die Belationen, die Wortbedeutnngen. 

nwirkUche Gegenstände. Übersicht. Der 

der Gegenstände ist nun aber eine andere 
«Voraussetzung von (3) fallen lassen, daß 
hkeit besitzen. Es gibt nämlich wirkliche 
bände. Diese Begnffe werden in verschie- 
Wir wollen unt«r unwirklichen Gegen- 
1, die nur Inhalte des individuellen Sub- 
Wort „Inhalt" nicht mißdeutet wird, sei 
laß nicht eine Vorstellung, wohl aber das, 
r uns stellt, also das Vorgestellte, Inhalt 
en wirklichen Gegenständen gehören also 
die vom individuellen Subjekt vollständig 
^nügt für unsere Zwecke. 
legenstände sind auch das, was man im 
'■edarikoidinge bezeichnen kann. Sonstige 
inge zu nennen, ist, wie wir nun wissen, 

durohauB falsch. 

rieder auf die Scheidung in wirkliche und 
e keine Eacksicht, so gestaltet sich die 
mtgebiet der Gegenstände schematisch so: 
Segenstände. Wirklichkeitsform das reale 

hen Gegenstände. 



I 
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3. Die unsinnlichen Gegenatände: 

a) Die Werte. Wirklichkeitsform das Gelten. 

b) Die idealen Gegenstände. Wirklichkeitsform das ideale 
zeitlose Sein. 

7« Kategorien. Wir haben in den Wirklichkeitsformen ge- 
wisse allgemeinste Gegenstandsbestimmtheiten hervorgehoben, aber 
nur diejenigen, die den Gegenständen jeder Klasse gemeinsam sind, 
z. B. das Sein, die Zeitlichkeit, die Realität bei den sinnlichen 
Gegenständen, die Zeitlosigkeit und das Gelten bei den Werten. 
Man sieht aber leicht, daß wenigstens die eine oder andere unserer 
Klassen noch Gegenstände von verschiedenem Typus in sich ver- 
einigt, z. B. die Klasse der ideal seienden G^enstände umfaßt die 
mathematischen Gegenstände, die Relationen, wahrscheinlich die 
Wortbedeutungen und vielleicht noch andere. Solche verschie- 
denen Typen von Gegenständen müssen natürlich wieder durch 
allgemeinste Bestimmtheiten unterschieden sein, die wir zum Teil 
noch kennen lernen werden. Wir nennen nun solche allgemeinsten 
Gegenstandsbestimmtheiten, die letzte, nicht mehr definierbare, 
nicht mehr in Elemente zerlegbare Begriffe darstellen, Kategorien* 
Weit&r auf die logische Bedeutung der Kategorien einzugehen, 
liegt außerhalb unserer Aufgabe. 

Noch zwei Bemerkungen seien gestattet. 

Zunächst können wir jetzt das Problem dieser Schrift so 
formulieren: wir wollen die typischen E^ategorien der mathe- 
matischen Gegenstände aufsuchen. 

Fürs zweite wissen wir ja jetzt, daß jeder Gegenstandstyp auch 
seine eigenen Kiitegorien hat, die für ihn und nur für ihn charak- 
teristisch sind. Man kann also mit einer einzigen, einheitlichen 
Kategorientafel nicht die ganze Wirklichkeit erfassen, sondern muß 
jeden Gegen standstyp auf die ihm eigenen Kategorien studieren. 

IL Mathematik, Logik, Psychologie 

8. Mathematik und Logik« Bevor wir die bisherige Charak- 
teristik der mathematischen Gegenstände erweitern und vertiefen, 
müssen wir zur Vorbereitung darauf die Hilfsmittel, die uns der 
vorstehende Abschnitt an die Hand gegeben hat, benutzen, um die 
Mathematik gegen einige andere Wissenschaften scharf abzugrenzen. 
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Zunächst sind wir jetzt imstande, die Gebiete der Logik und 
der Mathematik voneinander zu scheiden. Es ist das bisher eine 
der schwierigsten Aufgaben gewesen. Vielfach waren und siod 
Mathematiker und Philosophen der Meinung, daß die Mathematik 
ein spezieller Fall der Logik sei. So behauptet z.B. Couturat^), 
daß die Mathematik ,,im Hinblick auf die Form identisch mit der 
Logik ist, im Hinblick auf den Inhalt dagegen nur ein besonderes 
Gebiet in dem Anwendungsbereich der Logik darstellt". Und 
Wundt^) sagt: „Daraus geht zugleich hervor, daß die Logik die 
allgemeinere Wissenschaft ist, welche die Mathematik als eine 
spezielle Disziplin einschließt. Sie verwandelt sich in Mathematik, 
sobald die Begriffe die Eigenschaft annehmen, nach Zahlverhält- 
nissen meßbar zu werden." 

Wir lehnen diese Auffassung ab. Wir haben im vorhergehen- 
den schon, ohne es zu sagen, den Gegenstand der Logik von dem 
der Mathematik geschieden. Als ersten Typus der unsinnlichen 
Gegenstände fanden wir den Sinn des Urteils. Da haben wir 
bereits den Gegenstand der Logik. Logik ist tiie Wissenschaft vom 
ürteilssinn, seinen Elementen, seinen Formen und Beziehungen. 
Es gibt gar keinen anderen Gegenstand, der Gegenstand der Logik 
sein könnte, und alles, was die bisherige Logik behandelt hat, 
fügt sich dem ein. Die Logik ist also Wissenschaft von etwas 
Geltendem. Es ist. zweifellos gegenüber dem mathematischen ein 
ganz anderes Beich, c^as sich in der Logik auf tut. Ihre Gegen- 
stände unterscheiden sich so voneinander^ wie sich Gelten vom 
Sein unterscheidet. Logik und Mathematik sind toto coelo ver- 
schiedene Gebiete. . 

9. Die Logistik* Gegen dieses Ergebnis scheint die Existenz 
einer Wissenschaft zu sprechen, die man „symbolische", „mathe- 
matische", „algebraische" oder „algorithmische" Logik, auch 
„Algebra der Logik" oder „Logistik" nennt. Weil sie es ist, die 
man gerade auf mathematischer Seite als die vollendetste Form 
der Logik und als die Grundlage der Mathematik anzusehen pflegt, 
so müssen wir ihr eine kurze Besprechung widmen. 

Die Logistik will die Logik „im herkömmlichen, klassischen 
Sinne des Wortes" fassen als „normative Wissenschaft der for- 

^) Couturat, Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, 
1908, S.230. 

2) Wundt, Logik I^, 1906, S. 245. 



— 12 — 

malen Gesetze richtigen Denkens" i). Sie zerlegt die Logik, ab- 
gesehen von der Methodologie, in drei Teile: den ürteilskalkul, 
den Klassenkalkul und den Eelationskalkul. 

1. ürteilskalkul. Mit Recht faßt sie die Lehre vom Urteil 
als den grundlegenden Teil der Logik auf. Die Grundrelation, in 
der urteile stehen können, ist die Implikation (die Abhängigkeits- 
beziehung). Bezeichnet man die urteile mit großen Buchstaben, 
dann soll die Formel der Lnplikation sein 

I 

in Worten : entweder ist Ä falsch oder B wahr, oder auch : wenn 
Ä richtig (falsch) ist, ist auch B richtig (falsch). Die wesent- 
lichsten Verbindungen zwischen Urteilen und in Urteilen werden 
durch die Worte „oder" und „und" hergestellt. Die erste ist die 
logische Summe, die zweite das logische Produkt. Die logische 
Summe wird mit Ä-\- B bezeichnet und bedeutet: A oder B ist 
richtig. Das logische Produkt AB sagt aus: A und B sind richtig. 
Zwei Urteile A und B sind gleich, wenn A B oder B A impliziert, 
in der Formel 

(A = B)=:z iÄ<C B){B < A). 

Ist 1 das Symbol für das Wahre, das Symhol für das 
Falsche und bezeichnen wir die Verneinung eines Urteils A 
durch A^ so ist die Verneinung definiert durch die gleichzeitig 
bestehenden Gleichungen 

AZ=0, A-\-Ä=l. 

Diese beiden Gleichungen stellen, wie man ohne weiteres sieht, 
die Sätze des Widerspruchs und des ausgeschlossenen Dritten, auf 
Urteile angewandt, dar. Dazu kann man noch den Satz der 
Identität A <^ A 

fügen. Um nun logisch deduzieren zu können, bedarf man einiger 
Grundsätze. Die wichtigsten sind der Grundsatz des Syllogismus 
und der Deduktion. Der erste lautet in der Formel 

{A<:B)(B< G)<iA<G), 



^) Couturat in der Enzyklopädio der philos. Wissenschaften, l.I l. 
1912, S. 138. 



n: Wenn A S impliziert nnd A wahr iat, so 
id die Gesetze der Uultiplikation und Addition 
Gesetz der Kommiitation 

A+B = B + A, 



BC) (A + B) + C = A + (B + C). 

■ und anderer Formeln lasaen sich Regeln her- 
, eine Implikation in eine Gleichheit zu ver- 
is Glied oder 1 ist, ferner mehrere Gleich- 
rednzieren. Da nun eine logische Deduktion 
[mplikationen ist, lassen sich die Pr&missen 
ion als eine Gleichung mit einer oder mehreren 
Uen, aus der man unter Anwendung gewisser 
Igen ziehen kann, die möglich sind. 
Ikul. Wenn man in dem Urteil „Peter ist 
, Peter" den Bachstaben x setzt, dann lautet 
leutscher". Das ist kein Urteil mehr, sondern 
Urteil, wenn man für x bestimmte Personen 
üe Logistik in Anlehnung an die Uathematik 
te Werte gibt; das Wort „Wert" ist natürlich 
von (5) gebraucht. Ein solches Gebilde nennt 
E^inktion (Satzfunktion], x ist die Variable, 
liehe BHinktion der Variabein x. Sie ist ein 
irt von X, ist also gültig für gewisse Werte 
J, Eduard usw in dem obigen Beispiel), un- 
ean, Bertrand, Äng«lo usw). Somit bestimmt 
'lasse, d.h. die Gesamtheit der Werte, die sie 
ibigen Beispiel die Klasse der Deutschen). Die 
im Symbol 

der X, die <px betriedigen. Das Symbol 3 
i Funktion in eine Klasse und ein Urteil in 
. der Logistik stets seinem Umfang nach, als 
iB entgegengesetzte Symbol c verwandelt eine 

kea bedeutet: k (ein bestimmtes Individuum) 



— 14 — 

Jeder Implikationsbeziehung zweier Urteile entspricht eine 
Inklusionsbeziehung ihrer Klassen (Klasse a ist in Klasse h ein- 
geschlossen). Deshalb braucht man für die Inklusion dasselbe 
Zeichen <^. Wegeti dieser Analogie ist die Klassenrechnung formell 
gleich der Urteilsrechnung, nur mit entsprechend geänderter Inter- 
pretation. So ist 9. B. die logische Summe zweier Klassen auf 
folgende Weise bestimmt: 

a-\-h =^ X3[{xsa)-\^ (xebyjf 
oder das logische Produkt durch 

ah = X3[(xsä)(x€h)]. 

3. Relationskalkul. Das meiste, was wir bisher ausgesagt 
haben, betraf Belationen. So spielt die Eelation eine überaus 
große Rolle in unserem Denken. Der Eelationskalkul studiert die 
Relationen im allgemeinen. Eine (zweigliedrige) Relation zwischen 
OS* und ^ stellt man dar durch xBy, Natürlich kann eine Relation 
beliebig viele Glieder haben. Die Grundbeziehungen zwischen 
Relationen sind die der Inklusion und der Gleichheit. Eine 
Relation Bi ist in einer Relation jßg enthalten, wenn in allen 
FäUen, wo Bi in einem Wertsystem auftritt, auch B2 darin auf- 
tritt. i?i ist gleich B2, wenn sie einander enthalten. 

Die wichtigste Operation der Relationsrechnung ist die rela- 
tive Multiplikation: hat man zwischen x;y,0 die Relationen xBy 
uiid yBß, so besteht zwischen x und ß eine dritte Relation, die 
durch die beiden anderen bestimmt ist und das relative Produkt 
von ihnen genannt wird. 

Die Relationen lassen sich auf verschiedene Weise einteilen. 
Eine Relation ist symmetrisch, wenn xBy gleich yBx ist, nicht- 
synmietrisch, wenn durch die Umkehrung eine neue, mit der ersten 
verträgliche Relation entsteht, asymmetrisch, wenn niemals zu- 
gleich xBp und yBx ist, wenn also durch die Umkehrung eine 
neue, mit der ersten unverträgliche Rdiation entsteht. 

Eine Relation ist transitiv, wenn aus xBy und yBß für x 
und dieselbe Relation B folgt, nichttransitiv, wenn daraus eine, 
neue, mit der ersteren verträgliche, intransitiv, wenn daraus eine 
neue, mit der ersteren unverträgliche Relation folgt. 

Dann spricht man z. B. noch von eindeutigen, umgekehrt ein- 
deutigen und eineindeutigen Relationen, von denen wir die letzteren 
später (31) kennen lernen werden. 



Q werden analogen Operationen unterworfen 



elatioostheorie und Mathematik. Diese ganz 
ngen genügen, um die Probleme der Logistik 
jehandlnng zi] zeigen. Sie genügen aber auch 
a wir in drei Punkten zusammenfassen. 

der Urteile and der Klassen gehört in die 
t es sich dabei um Anwendungen der Kelationa- 
I Gegenstände bandelt. Aber weil die Logistik 
ihandlung der mathematische;! analog wählt, 
ich die formale Seite der Urteile und Begriffe. 
tt sie manches schärfer und allgemeiner aus, 
pik es kann, enthält aber auch vieles der Logik 
und hat auch nicht eine einzige neue logische 
deutung gewonnen. Das wichtigste aber ist, 
oh selbst von der Einsieht in den eigentlichen 
■ik, den Sinn des Urteils, vollständig abschließt. 
.US nicht 60, daß die Logistik etwas anderes 
it, als es die sonstige Logik tut, sondern so, 
Begenstand behandeln will, aber vermöge der 
itzt, nur seine formale Seite sieht und ana- 
le und bedeutendste Leistung der Logistik ist 
i Sie gehört aber ohne jeden Zweifel nicht in 
Denn die Eelationeii sind Gegenstände eines 
1 die Kategorie des idealen Seins scharf von 
. dar logischen Gegenstände getrennt ist (5). 
beachten, daß die Klasse, deren Begriffsumfatig 
»griffsumfang des Begriffs, auch zu den Gegen- 
Qnsgebietes gehört'); das geht schon daraus 

a der Relation R la,b,c.. .) von ü absiebt, so bat 
Menge (a, b, e . . .). Man beachte, daS allein schon 
n ,Qnd* liegende Belation zar Berstellang einer 
B ßelation steckt aber in jeder anderen Belation: 
sitzt begriffsnotwendig wenigatena zwei Fnndamente 
m Grenzfall auch identisch sein können, und jede 
I und' 6 und c osw. Dia Relation „and" oder ein 
ersetzender Ausdruck, x. 3. .alle" oder ein Zeichen 
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hervor, daß die Klassen mit den Relationen die grundwesentliche 
Beziehung der Inklusion teilen. Selbstverständlich befaßt sich 
die Logik mit den Gegenständen des Belationsgebietes hinsichtlich 
ihrer kategorialen Struktur und der Art ihrer wissenschaftliehen 
Bearbeitung — eine Aufgabe, die die Logistik eben wegen ihrer 
Form nicht sieht, trotzdem sie die Relationstheorie zur Logik 
rechnet — ; aber diese Aufgabe hat die Logik gegenüber den 
Gegenständen aller Gebiete. Die Relationstheorie steht also zur 
Logik durchaus nicht anders als jede andere Wissenschaft. Damit 
ist natürlich nicht ausgeschlossen, daß ihre Resultate 'für die 
formale Seite der Logik Bedeutung besitzen. Ich schließe noch 
die Bemerkung an, daß die Relationstheorie wirkliche Gegenstände 
behandelt; denn die Relationen bestehen offenbar auch. dann, wenn 
wir nicht um sie wissen, sind also von uns unabhängige und 
deshalb nach (6) auch wirkliche Gegenstände. 

3. Ist die Logistik also die Logik, auf die die Mathematik 
zurückgeführt werden kann? 

Soweit' sie wirklich Logik ist, kann die Mathematik nicht 
darauf zurückgeführt werden und wird sie, wie wir später (31) 
sehen, auch nicht darauf zurückgeführt. 

Aber zur Relaitionstheorie hat die Mathematik zweifellos 
innige Beziehungen, weil sie sich mit Relationen zwischen solchen 
Gegenständen befaßt, die auf demselben Gebiete des ideal Seienden 
liegen wie die Relationen (Ö). Unsere weiteren Ausführungen 
(24, 25, 31, 40) werden deutlich machen, daß die Mathematik 
ein spezieller Fall der Relationstheorie ist, der eintritt, wenti die 
Fundamente der Relationen einen bestimmten, später noch naher 
zu zeichnenden Charakter annehmen. So wird uns in (43) eine 
klare Einsicht in das Verhältnis von Logik, Relationstheorie und 
Mathematik möglich. 



oder ein Gesetz, darf aber auch nicht fehlen, weil sonst die Elemente 
nicht zusammeDgehören würden. Die Relation »nnd** in irgend einer 
Form ist also die notwendige und hinreichende Bedingung für die Menge. 
Der Mathematiker darf sich nicht daran stofien, dafi das obige Symbol 
in der Mathematik für bestimmte Mengen, nämlich für die abzählbaren, 
gebraucht wird. Es gilt hier allgemein; denn jede Menge besteht aus 
diskreten Elementen und setzt als Zusammenfassung notwendig wei ' - 
stens die einfachste Beziehung zwischen den Elementen voraus , die i 
dem „und" liegt (vgl. 31). 
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ntatik und Psychologie. Es bleibt noch unsere 
athematiBche und psychologische Betrachtung der 
V Mathematik sorgfältig zu scheiden. Um das 
ler zu machen, geben wir tod der entsprechenden 
nem anderen Bereiche der unsinnlichen Gegeu- 

ist und wie etwas geworden ist, sind oSenbar 
^edene Fragen. Ein Qebirge in seinem gegen- 
d zu beschreiben, ist eine andere Aufgabe, als zu 
[che Tulkani sehen, tektonischen und anderen Ein- 
Aufbau zusammengewirkt haben. Aber die beiden 

doch eng miteinander zusammen. Etwas ist so, 

durch die Art, wie es geworden ist. Bei allem, 
atoht, ist das Jetzt ja immer nur eine Durchgangs- 
)nt des Werdens, der Entwicklung, die nie ab- 

Unsere erste Frage ist, mathematisch gesprochen, 
U der zweiten, der in ihr eingeschlossen ist. Wie 
ahen wir erst ganz, wenn wir wissen, wie es ge- 

nun aber Verhältnisse zn geben, wo dieser Zn- 

ht vorliegt. Nehmen wir ein Drama, etwa Schillers 

Wober Schiller die Teilsage kannte, woher er 

^ der örtlichkeiten nahm, wer ihm die Vorbilder 

lieferte, was er zu dem Historischen und Legen- 
gedichtet hat, ob er das Drama in einem Zuge 
n oder ob er während eines langen Zeitraumes, 

ansetzend und oft unterbrechend, es zusammen- 
— alles das ist für das Verständnis des künst- 
B ganz gleichgültig, es bringt uns diesen Wert 
;sten näher. Es gibt Dramen, wie die Shake- 
eren Eotstohnng wir kaum etwas wissen, die wir 
:üchte kennen — , das tut ihrem kdu stierischen 
I mindesten Abbruch. Oder woher ein Maler das 
i&ldes erhalten, welche Technik er gebrancht hat 
laTon macht uns nicht fähig, den künstlerischen 
a verstehen. Aus alledem schließen wir, daS der 
Entstehungs weise eines Kunstwerkes unabhängig 
len Fragen, wie etwas ist und wie etwas geworden 
o hier das „etwas" Gegenstände zweier verschie- 

and der UathemUik n 



— 18 — 

» 

dener Gebiete: in der ersten den Wert, in der zweiten den Träger 
des Wertes. 

Entsprechendes gilt von den anderen geltenden Gegenständen, 
ist sogar hier für jeden, der im Denken geübt ist, noch deutlicher. 
Fassen wir noch einmal den pythagoreischen Lehrsatz ins Auge. 
Wie sich der Satz bei den Indem oder sonstwo entwickelt hat, 
wie das Verständnis für ihn heute langsaip in die Köpfe der 
Schüler eingeht, davon bleibt sein Sinn vollständig unberührt. 
Dieser Sinn entwickelt sich nicht. Er bleibt derselbe, auch wenn 
die Menschen den Satz nie gekannt hätten, noch kennen würden. 

Versuchen wir unser Ergebnis zu formulieren, dann können 
wir sagen: Bei allen geltenden Gegenständen bezieht ^sich die 
Entwicklung ausschließlich auf den Träger des Wertes, niemals 
auf den Wert selbst. Die Werte sind etwas Selbständiges, etwas 
Unabhängiges uns gegenüber, weil sie etwas Ewiges sind. Sie 
können sich nicht entwickeln, weil sie nicht in der Zeit stehen. 
Wir können uns der Werte nur bemächtigen, sie werden nur 
Werte für uns, indem wir sie an Zeitliches binden. Dieses Be- 
mächtigen der Werte geschieht nicht gleich in vollkommener 
Weise. Wir — dieses „wir" gilt für jedes Individuum und für 
die ganze Menschheit — können anfangs nur Teilwerte binden, 
nur Bruchstücke von ihnen. Das sieht dann so aus, als ob der 
Wert sich entwickele, während, was sich entwickelt, nur der 
Träger des Wertes ist. Dieser Träger — das Psychische — ist 
nicht gleich so vollkommen, daß er den Wert ganz bindet. Das 
alles ist natürlich im Bilde gesprochen. Träger und Wert sind 
auf eine einzigartige Weise miteinander verbunden, nicht äußerlich, 
wie man zwei reale Gegenstände aneinanderbindet. Aber es läßt 
sich das vorliegende Verhältnis nur mit Hilfe der bildlichen Eede- 
weise einigermaßen verdeutlichen. Es sei nur im Vorübergehen 
darauf hingewiesen, welche wichtigen Folgerungen unser Ergebnis 
ziehen läßt, So sind nach ihm z. B. die ethischen und religiösen 
Werte ganz unabhängig davon, wie sich das Menschengeschlecht 
entwickelt hat, ob es mit dem Tierreich zusammenhängt oder nicht. 

Liegen die Verhältnisse nun genau so bei der zweiten Klasse 
der unsinnlichen Gegenstände? Oder — wir wollen uns darauf 
beschränken — liegen sie genau so bei den Gegenständen der 
Mathematik ? Auf den ers^n Blick scheinen sie anders zu liegen. 
Die Wirklichkeitsform der*mathematischen Gegenstände steht der 
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aber als die Wirklicbkeitsfonn der geltenderi 
igenstände wie gerade Linie, Kreis, Ebeae ubw 
iner Annähemng in der realen Wirklichkeit vor- 
inen daxin realisiert werden. Sinnliche Gegen- 
bar. Das alles scheint darauf hinzudeuten, daß 
an Gegenstände mit der sinnlichen Welt in einer 
ng stehen, daS sie von ihr abhängig sind, daß 
, wenn die sinnliche Wirklichkeit verschwindet, 
uns geschaffen sind. 

'äre diese Auslegung falsch. Zunächst sind die 
legenstände ganz und gar von uns unabhängig. 
1 an der Zahl 3 ,oder an dem Kreis mit dem 
IS ändern? HoffeaÜicb wendet man nicht ein, 
lie Zahl 3 größer schreiben oder durch Zuzählung 
hl ■verändern. Das erstere wäre nur eine Än- 
lichen Symbols der Zahl 3; im zweiten Falle 
ile der Zahl 3 eine andere Zahl gesetzt. Es läßt 
angeben, wie es uns möglich sein sollte, diese 
regenatande zu ändern. Sie würden ja auch in 
'ens sie sich ändern ließen. In dieser Beziehung 
uns unabhängiger, als die sinnliche Wirklichkeit 

uns der mathematische Gegenstandsbereich als 
iner eigenen, von uns ganz unbeeinflußbaren 
entgegen. Es steht genau so wenig in unserem 
iiematischen Gesetze zu ändern, wie es in unsere . 
t, 4ie Gesetze der strahlenden Energie oder die 

Gesetze zu ändern. 

veist, daß der mathematische Gegenstandsbereich 
shaffener Bereich sein kann, sondern ein selb- 
ins unabhängiger Bereich ist, der nicht ver- 

die sinnliche Wirklichkeit verschwindet. Auch 
len Gegenstände sind also nach (6) wirkliche 

ihtiges enthält jenf Auslegung aber doch. 

Igen wir nur mit Hilfe der sinnlichen Wirklichkeit 
mathematischen Gegenstandsbereiches. Bei ihr 
dieser Erfassung an; ohne sie würde er nicht 

lieser Prozeß vor sich geht, ist eine Frage, die 
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zwar nicht zu unserem Thema gehört, über die aber doch einige 
Bemerkungen angebracht sind.. Man denkt sich vielfach diesen 
Prozeß nach Art der gewöhnlichen (generalisierenden) Abstraktion. 
Danach entsteht z. B. der Begriff der geraden Linie dadurch, daß 
wir von den Unterschieden der an sinnlichen Gegenstanden vor- 
kommenden Linien in der Breite, Länge, Abweichung von der 
Geraden usw absehen und so die mathematische Gerade übrig 
behalten. Aber einmal sind die mathematischen Gegenstände 
keine Begriffe, sondern Gegenstände, von denen erst wieder Be- 
griffe gefunden werden müssen; man hatte z. B. die Gegenstände 
„Punkt", „Gerade" schon lange, bevor man einen Begriff davon 
hatte. Wären sie Begriffe, so gehörten sie zum Bereich der 
geltenden Gegenstände (28); denn Begriffe sind eine besondere 
Art von Urteilen. Dann ist aber jener geschilderte Vorgang 
auch unmöglich. Denn man kann nichts übrig behalten, was gar 
nicht vorhanden ist; die Linien an den sinnlichen Gegenständen 
sind ja nicht gerade, sondern nur ungefähr gerade. Jedoch 
selbst dieses Urteil über die annähernde Geradheit würden wir 
nicht fällen können, wenn wir nicht schon mit dem Wissen um 
gerade Linien an die sinnlichen Linien heranträten. Die Erfahrung 
an sinnlichen Gegenständen kann also nur ein Faktor in dem 
Prozeß der Erfassung mathematischer Gegenstände sein. Der 
zweite Faktpr muß intuitiver Natur sein; es muß eine Art geistiges 
Schauen, ein unmittelbares Erfassen mit im Spiele sein. Dieser 
Prozeß ist analog dem der Werterfassung. Auch die mathe- 
matischen Gegenstände entwickeln sich nicht; sondern was sich 
entwickelt, ist unsere Auffassung von ihnen, die langsam immer 
vollkommener wird. 

Zweitens hängen unsere Erfahrungswelt und unsere Mathe- 
matik miteinander insofern zusammen, als sie eine gewisse Zu- 
ordnung zueinander besitzen, die es möglich macht, daß unsere 
Welt durch unsere mathematischen Gegenstände in gewissen Zügen 
abgebildet werden kann. Wo und wann immer Wesen in unserer 
Welt zu mathematischen Gegenständen gelangen, müssen diese 
Gegenstände dieselben sein wie die unsrigen. Wenn es Mars- 
menschen gibt und wenn sie Mathematik haben, dann ist* es möglich, 
daß sie weit tiefere Kenntnisse darin besitzen als wir; aber "«^as 
wir und sie als sichere Ergebnisse haben, kann sich nicht wir r- 
sprechen. Jedoch erkennende Wesen in einer anders sich ■ l- 
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bauenden Welt, als es uüsere sinnliche Welt ist, können unsere 
Mathematik nicht erfassen, sondern müssen eine andere haben, 
faUs überhaupt etwas Derartiges zu ihrer Wirklichkeit gehört. 
Das darf natürlich nicht so verstanden werden, als ob für solche 
Wesen 2x2 = 5 öder die Winkelsumme eines ebenen Dreiecks 
im euklidischen Baume ,nicht zwei Rechte wäre. Sondern für 
solche Wesen sind 2, 5, Dreieck, Ebene, euklidischer Raum un- 
erfaßbare Gegenstände. Der Sinn des Urteils 2 X 2 = 4 ist ein 
ewig geltender Wert und die Zahlen 2 und 4 sind zeitlos seiende, 
von uns ganz unabhängig existierende Gegenstände. Aber erfaßt 
können diese Zahlen und deshalb auch jener Sinn nur von solchen 
Wesen werden, zu deren Welt die Zahlen eine gewisse Zuordnung 
besitzen. Aus dem mathematischen Gegenstandsbereich wählt 
unsere Erfahrungswelt tmsere mathematischen Gegenstände aus; 
eine andere Mathematik ist für uns unerfaßbar. Auch hier haben 
wir eine Analogie im Wertbereiche. Es gibt ohne Zweifel außer 
den von uns erfaßbaren logischen Werten noch unendlich viele 
andere, die für uns deshalb unerfaßbar sind, weil sie mit Hilfe 
unserer Wirklichkeit niemals Werte für uns werden können. 
Der Sinn des Urteils „Die Rosen gehören zu den zweikeimblättrigen, 
bedecktsamigen Pflanzen" gilt unabhängig von jedem Subjekt 
und jeder Welt; aber im Urteilen erfaßt werden kann dieser Sinn 
nur von Wesen, in deren Welt es Rosen und sonstige zweikeim- 
blättrige, bedecktsamige Pflanzen gibt. 

Sicherlich ist also dem Mathematiker der Bereich seiner Gegen- 
stände gegeben^). Er schafft sie nicht, sondern er untersucht 
sie, er erfindet sie nicht, sondern er findet sie, er konstruiert sie 
nicht, sondern er entdeckt sie (er kann sie wohl mit Hilfe von 
Konstruktionen entdecken). Er steht in seinem Bereiche nicht 
wie ein Baumeister in dem unfertigen Hause, sondern wie ein 
Forscher in fremdem, teils unentdecktem Lande. 

Aber nicht nur dem Mathematiker ist dieser Bereich gegeben, 
sondern damit auch dem Logiker. Auch ihm ist es ganz gleichgültig, 
wie unsere Kenntnis der Gegenstände der Mathematik entstanden 
ist. Ihre Bedeutung, ihr Sinn, ihr logischer Charakter ist von 
di'»«'*'" Ti^ntstehung vollständig unabhängig. Sie stehen nicht in 



Gegeben bedeutet hier und später nicht „im Bewußtsein ge- 
g( iondem wird durch die oben folgenden Sätze erklärt. 
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Zeitpunkten der Entwickluijg; sonst wären sie Durcbgangsstufen 
des Entwicklungsprozesses und in ihrem Sein nur ganz begreif- 
lich, wenn wir ihr Werden wüßten. Sondern sie stehen in einem 
zeitlosen, idealen Dasein und sind in ihm dem Logiker so gut ein- 
fach gegeben wie sein eigenes Keich des Sinnes. 

12. Obersicht. Worin besteht nun in kurzen Worten die 
untefscliiedliche Arbeit des Psychologen, des Mathematikers . und 
des Logikers in hezug au f die mathematischen Gegenstände? 

1. Der Psycholog untersucht erstens den BildungsprozeJS, -j 
der zur Kenntnis der mathematischen Gegenstände führt, und 
zweitens die psychischen Vorgänge bei der Arbeit des Mathemati- 
kers. Ihn interessiert also all6s, was unter die Kategorie der ^ 
Zeitlichkeit fällt. 

2. Der Mathematiker sucht die Beziehungen zwischen deil i 
mathematischen Gegenständen und neue mathematische Gegen- 
stände. 

3. Der Logiker sucht erstens die Kategorien, die für den 
Bereich der mathematischen Gegenstände typisch sind; zweitens^ 
erforscht er die logische Struktur des .mathematischen Denkens,, 
d. h. er reiht die mathematische Denkarbeit in die ihm bekannten 
logischen Formen ein oder stellt netie Formen dafür auf. 



/ 



UL Was die Zahl nicht ist 
13«. Fundamente und Relationen« Wir müssen zuerst einige^j 

einleitende Überlegungen machen. 

Der Mathematiker befaßt sich im aUgemeinen nur mit den' 
Relationen zwischen seinen Gegenständen. ' 

Jede Eelation muß Fundamente haben, d. h. Elemente oder 
Glieder, zwischen denen sie besteht. Natürlich können Relationen 
auch selber Fundamente sein, wenn Relationen zwischen Relationen 
existieren. So drückt beispielsweise eine Determinante oder eine^ 
Matrix eine Relation aus. Werden nun Relationen zwischen De-, 
terminanten oder Matrizes aufgestellt, so haben wir den Fall, dal^ 
die Fundamente aus Relationen bestehen. Es muß aber letzte, 
absolute Fundamente geben, d. h. solche, die nicht wieder Rela- 
tionen sind; denn der Begaff der Relation allein ist sinnlos, weil 
wir immer nur von Bezogenem auf Beziehungen kommen können. 



23 — 

lente sind in der Mathematik die 
I Gebilde. Gewiß lassen sich die 
iktmengeo, also selber wieder alB 
atrachteu. Wir werden später (42) 
t, die geometrischen Gebilde mathe- 
ibeu, daß aber ihre Gegenständlich- 
d. Ihr Charaktet' ala Fundamente 

i der Kathematiker alao nnr als 
' ihn nichts als Gegenstände, die 
mnen. Sie sind so beschaffen, daß 
iBon. 

Fundamenten sind demnach die 
L selbst mitgegeben; die Relationen 
:h die Fundamente änderten. Die 
Gebiet der Mathematik kategorial. 
!tns den Relationen die Eategorien 
<n. In der Tat charakterisiert der 
aneu, die er auffindet, die Gegen- 
l, nur tut er es nicht unmittelbar, 
an dieses logischen Charakters und 
)t Sache des Logikers. Zu dieser 






ilder von sinnlkhea Gegenständen. 

mit dem Fundamente der algebrai- 
Algebra, Anal^sis)« mit der Zahl. 
n wir zuerst sehen. Nicht als ob 
nicht noch Neues zu dieser Frage 
hier nur einige charakteristische 
)sen der Zahl zusammenstellen, um 
; des nächsten Kapitels nicht noch 
lufig ziehen wir hauptsächlich bloß 
uBW in Betracht. 

, besonders bei Nichtmathematikern, 
id ihre Beziehungen seien Begrifie 
innlichen Gegenständen. Meistens 
h mehr spezifiziert, indem man die 
kten oder Beziehungen in der dem 
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Intellekt gegenüberstehenden Außenwelt^ faßt, also, in unserer 
Sprache, als Abbilder von physischen Gegenständen. Zahlen 
sollen danach immer Zahlen von etwas sein. Die Zahl 1 z. B. 
meint einen beliebigen Gegenstand, z. B. einen Apfel, ein Buch, 
einen Menschen, ein Haus. Alle diese Gegenstande — ein Apfel usw — 
fallen unter den allgemeinen Begriff „Zahl 1^, sie sind Exemplare 
der Gattung „Zahl 1^, so wie die einzelnen Menschen Exemplare 
der Gattung „Mensch^ sind. Das Zeichen 1 ist das Symbol für 
einen Apfel» einen Menschen usw. 

Indes verwechselt diese Ansicht die psychologische Frage- 
stellung mit der logischen. Die Zahlen waren einmal im Laufe 
der Entwicklung ihrer Erkenntnis solche Abbilder, und weil die 
schulgemäße Darstellung sich oft der historischen Entwicklung 
anpassen muß, wird auch die erste Einführung wohl mit diesem 
Zahlbegriff beginnen müssen. Aber die logische Charakteristik 
der Zahl weiß davon nichts. 

Das ergibt sich am deutlichsten aus dem Versuch, diese Auf- 
fassung praktisch durchzuführen. Das Buch von Färber^) ver- 
sucht das beispielsweise überall, widerspricht sich aber selbst. 
Färber will auch von den irrationalen und den gemeinen kom- 
plexen Zahlen zeigen, daß sie Abbilder der „Außenwelt^ seien; 
er zeigt aber in Wahrheit, daß sie Symbole für mathematische 
Gegenstände (Beziehungen zwischen Linien, Flächen, Körpern, 
Winkeln usw, ebene Vektoren) sind. Aber schon in den einfach- 
sten Verhältnissen versagt diese Auffassung. Ist in der sinnlichen 
Wirklichkeit die Gleichung 1=1 möglich? Es gibt doch dort 
keine absolut gleichen Gegenstände. Und erst die Operationen! 
Was bedeutet dort 2 + 3 = 5? Nehmen wir einmal an, sinnliche 
Gegenstände ließen sich überhaupt als solche addieren, sind sie 
dann aber zusammen gleich einem neuen, von ihnen verschiedenen 
Gegenstand? Was entspricht der Operation 1 — 1=0 im 
Bereiche der „Außenwelt"? Etwa die Handlung, daß ich einen 
Gegenstand vor mich hinlege und dann wegnehme, oder die 
andere, daß ich innerhalb eines bestimmten Zeitraumes 1 Mark 
einnehme und sie wieder ausgebe? Aber die Gleichung besagt 
doch, daß die beiden 1 sich gegenseitig aufheben und nichts übrig 
bleibt. Bleibt aber der weggenommene Gegeüstand oder die aus- 



1) C. Färber, Arithmetik, 1911. 
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ht dennoch an einer anderen Stelle übrig? 
physische Vorgang in der Zeit, während die 
itand ausdrückt? Einereeits besagt die Olei- 
ler Außenwelt geschieht, andererseits geschieht 
lebr, als die Gleichung besagt Es ist leicht 
die einlache Multiplikation, z. B. 2 X 3 ^ 6, 
eiten in sich birgt. Noch weniger durchführ- 
issung, wenn es sich um Bruchrechnung han- 
I in der „Außenwelt" symbolisieren soll, ist 
1. Und dann die negativen Zahlen! Wieviele 
nd da erfunden worden! Wie viele davon be- 
Verwechselung der Operation des Addierens 
nit der Operation, die im BegrifCe des Gegen- 
V Kegt! Die beste Symbolisierung des Wesens 
gativen Zahlen macht man an der Zahlgeraden, 
physischen, sondern an einem mathematischen 
' selbst mit ihrer Hilfe ist es kaum möglich, 
ircbauführen und z, B. zu beweisen, daß das 
;atlven Zahlen eine positive Zahl •ist. Gibt 
r Dingsymbolieiemng nicht anf , dann ist es 
u zeigen , daß z. B, imaginäre Zahlen eine 
ge Erweiterung des Zahlbereichea sind, daß 
atisch genau dieselbe Esistenzberechtigung 
in positiven Zahlen, Wo immer man also im 
nirgendwo läßt sieb jenes Prinzip retten. 
r die Zahlen keine Dinge zählen, was zählen 
? Die Antwort werden wir im folgenden 

nd Zeit. 2. W. R. Hamilton und neuerdings 

n u. a. haben versucht, die Zahl oder wenig- 
aus dem Zeitbegriff abzuleiten. Hamilton 
ä Formel gefafit: Algebra ist die Wissenschaf t 
1). Cohen sieht die Zeit symbolisiert in dem 
bematik^). Es Hegt ein gewisser Beiz in der 
age: Die Algebra behandelt die Zeit, die Geo- 
Wie für die geometriscben Gebilde von allen 
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qualitativen Unterschieden abgesehen wird, so daß z. B. zwei 
gerade Linien sich nur durch ihre Lage im Räume unterscheiden, 
so sollen auch für die Zahlen alle qualitativen Verschiedenheiten 
der Vorgänge beiseite gelassen und nur die Aufeinanderfolge in 
der Zeit betrachtet werden. Aber mit der schönen Symmetrie 
von Algebra und Geometrie ist es nichts. Für die Geometrie 
stimmt schon die gegebene Charakterisierung nichfr, wie wir noch 
sehen werden, für die Algebra noch weniger. Wenn nämlich die 
Algebra in dieser Weise auf der Zeit aufbaute, dann müßte sich 
die Zeit, wenn nicht in- der Zahl, dann doch wenigstens in den 
Gesetzen der Zahl widerspiegeln. 

Indes spiegelt sich die Zeit erstens nicht wider in der Zahl. 
Die Zahl steht außerhalb der Zeit, sie ist überzeitlich, zeitlos. Sie 
verändert sich nicht. 

Sie spiegelt sich zweitens auch nicht in den Zahlgesetzen 
wider. Nehmen wir den einfachsten Fall, der vielleicht im Augen- 
blick Schwierigkeiten machen könnte: die Folge der natürlichen 
Zahlen 1, 2, 3, 4 usw. Das ist keine geiÜiche Folge. Sie sieht 
nur so aus wie eine solche, weil wir sie nacheinander durchlaufen 
müssen, weil unser Denken sie niemals mit einem Uale ganz 
umfassen kann. Sie ist auch keine }:em logische Folge. Denn 
rein logisch ist es nicht einzusehen, warum es z. B. nur eine 
einzige ganze Zahl geben soll,; die kleiner als 2 ist. Es ist eine 
mathenuxtische Folge, d. h. eine solche, die durch ein mathemati- 
sches Prinzip, das Reihenprinzip — wir sprechen davon später 
(26) noch — , gebildet ist. Ein Beweis ^afür liegt darin, daß vnr 
die Glieder dieser Folge in beliebiger Reihenfolge bilden können, 
daß wir Glieder finden können, bis wohin noch niemals ein Mensch 
gezählt hat, noch zählen kann. Diese Folge ist also in Wirklich- 
keit ein Beisammen der Glieder, dessen gesetzmäßiger Bestand 
durch das Reihenprinzip gegeben ist. Als zweites Beispiel nehmen 
wir die Funktion ^ = f(x)^ die am ersten zur Annahme zeitlicher 
Beziehungen in den mathematischen Gesetzmäßigkeiten zu führen 
geeignet ist. Wenn x sich verändert, so ändert sich y. Deutlicher, 
so scheint es, kann wohl kaum ein zeitlicher Zusammenhang aus- 
gedrückt sein. Und doch wäre diese Annahme ein Irrtum. Nur 
durch unser Denken in der Zeit kommt es, daß wir die Variabein 
nacheinander Werte durchlaufen lassen müssen. , Es ist uns un- 
möglich, simultan eine Funktion ganz zu erfassen. In Wahrheit 
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Funktion ein Qebilde, deasen Werte nicht nacJteinanäer 
ndem eusammen bestehen. Man darf sich durch die 
tchränkten Denken angepaßte Au adracks weise des 
rs nicht irreführen lassen. Abgesehen davon, daQ 
iffassung zum Charakter des mathematiachen Gegen- 
:, ktfnn man zum Beweise auch, ähnlich wie vorhin, 
aß die Funktion reversibel ist, daß man sie beliebig 
fen kann, daß durch ein n-maliges Durchlaufen die 
3ht'n-mal, sondern nur einmal existiert. Das alles 
lieh, wenn die Funktion eine zeitliche Beziehung mit 

rchlaufenlassen der Worte ist eine Projektion auf die 
diese Projektion auf die Zeit möglich ist — sie ist 
zeitlichen Ablauf der psychischen Vorgänge in uns 

vermag die Funktion zeitliche Beziehungen uicht- 
her Gegenstände auszudrücken, wie es z. B. die physi- 
msalgesetze tun. 

Zahlenfolge und die Funktion die einzigen Fälle in 
und, bei denen zeitliche Beziehungen vermutet werden 
ben wir den Beweis für unsere Ablehnung der Grün- 
gebra auf die Zeit erbracht. Übrigens liegt bei dieser 

Auffassung im Grunde wieder eine Verwechselung des 
id.des psychologischen Problems vor. Zeitliche Be* 
pielen ohne Zweifel bei der Bildung der ZablbegriSe 
etze eine Bolle; aber in dem Gegenstand der Mathe- 
:ht3 mehr von ihnen vorhanden. 

ntathematischea Gesetze als Bestandssesef ze. Wenn 
idanken Mills^) erweitem, so läßt sich der Charakter 
itze nnd überhaupt der mathematischen Gesetze kurz 
Nehmen wir das Verhältnis zur Zeit als leitenden 
kt, so können wir in den Gesetzes Wissenschaften zwei 
jesetzeu unterscheiden: Die Folgegesetse, die eine iu 
lende Verknüpfung aussagen, und die Beslatidsgesetee, 

, System der dedakttvea nnd induktiven Logik. Deutach 

. 1877, n. Bd. , S. 128. Die TendeoE dieser Erwefternng 

auch, wenn er (Zur Einteilung der WUsengcbsIten, 8. fll) 

Eansalgeutze und Stinkturge setze unterscheidet. Aber die Benennung 

erscheint mir nicht gut; denn ea gehört doch auch zur Struktur der 

Natur, dafl sich fr üadert, weil sich a ändert. 
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die ein von der Zeit ganz unabhängiges bloßes Bestehen erfassen. 
Unsere Unterscheidungen lassen sich so in der Formel darstellen : 
Kausale Folgegesetze — weil a sich ändert, ändert sich b; Bestands- 
gesetze — wenn a ist, ist 6. In den Naturwissenschaften gibt 
es viele Beispiele für Bestandsgesetze, z. Bl manche chemische 
Gesetze, wie das Gesetz der multiplen Verbindungsverhältnisse, 
femer die Beziehungen zwischen den Schwingungszahlen der 
Töne, die Beziehungen zwischen Lichtstärken- und Helligkeits- 
unterschieden; vor allem sind die beschreibenden Naturwissen- 
Schäften reich an solchen Gesetzen. Die Beziehungen zwischen 
den einzelnen Arten der Gesetze wollen wir nicht weiter unter- 
suchen. Wir können jetzt kurz formulieren: Die mathematischen 
Gesetze sind ausscMieSlich Bestandsgesetze; ihre Formel ist aöh^ 
wenn mit O eine beliebige nichtzeitliche Verknüpfung bezeichnet 
wird. Man muß beachten, daß es sich hier um Gesetze, nicht 
einfach um Scüze handelt. Jedes Gesetz sagt eine Beziehung 
zwischen Fundamenten aus, die den Charakter der Notwendigkeit 
trägt. Der Satz beschreibt einfach einen Sachverhalt, der keine 
notwendige Beziehung ist. Das Urteil „Es gibt unendlich viele 
Primzahlen^ ist ein Satz, der einen solchen Sachverhalt beschreibt; 
er ist logisch identisch beispielsweise mit dem Satze der Chemie 
„Es gibt n Elemente". Dagegen ist der pythagoreisejie Lehrsatz 
ein Gesetz ; denn er sagt eine notwendige Beziehung zwischen der 
Eechtwinkligkeit des Dreiecks und dem Gleichsein der betreffenden 
Quadrate aus. Selbstverständlich drücken die Sätze auch ein Be- 
stehen aus; es ist auch möglich, daß sich Sätze nachträglich als 
Gesetze erweisen. 



IV. Was die Zahl ist 
17. Die Zahl nicht Gegenstand der Logik. Wir wollen im 

vorliegenden Kapitel zu Anfang die Auffassungen der Zahl be- 
sprechen, die sie in eine enge Beziehung zur Logik setzen. Wir 
werden dadurch von selbst zur Beantwortung der Frage geführt, 
was die Zahl denn eigentlich sei. 

Immer und immer wieder hört man von Philosophen, be- 
sonders aber von Mathematikern, die Behauptung, die Zahl i 
ein rein logisches Gebilde^ woraus man dann zu schließen pfleg 
daß Logik und Mathematik wesens verwandt seien. 
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Was heilet das: rein logisches Gebilde? 

Es kann nur das eine bedeuten, daß die Zahl irgendwie zum 
Gegenstande der Logik gehört. Verstände man das -nicht so, dann 
hätte man kein Recht, sie ein logisches Gebilde zu nennen. 

Daß die Zahl zunächst nicht selbst Gegenstand der Logik ist, 
haben wir in (8) schon festgestellt, wollen es aber jetzt noch ein- 
mal naqhdrücklich betonen. Gegenstand der Logik ist der Urteils- 
8inn. NatürHch ist es nicht der spezifische Inhalt eines UrteUs- 
Sinnes, der die Logik interessiert. Daß beispielsweise dieses 
Schreibpapier weiß ist, ist etwas, was etwa den Physiker angeht, 
der das Eeflexionsyermogen des Papieres untersucht. Der Logiker 
schaut nur auf die allgemeinen Eigenschaften jedes ürteilssinnes, 
auf seine Elemente, seine Typen, seinen Bau, kurz, auf die Struktur 
des ürteilssinnes. Sein Gegenstand ist ein geltender Gegenstand, 
ein Sinn gegenständ. Die Zahl ist aber, wie wir wissen, ein 
seiender Gegenstand. Sie ist also sicherlich nicht unmittelbar 
Gegenstand der Logik« 

18. Die Zahl nicht durch ilire Form ein logisches Gebilde. 

Man könnte diesem Ergebnis zustimmen, aber sagen, die Zahl sei 
zwar nicht unmittelbar, wohl aber mittelbar ein logisches Gebilde, 
indem sie mit den Elementen des Urteilssinnes gegeben sei. Wir 
sind darum genötigt, ein wenig in die Struktur des ürteilssinnes 
einzudringen. 

Welches ist der allgemeine Charakter des ürteilssinnes? Wenn 
ich das urteil fälle: „Dieses Papier ist weiß", so ist der Sinn des 
iDrteils: „Von diesem Papiere gilt das Weißsein". Das Weißsein 
ist nicht das Weiße. Das Weiße ist eine Eigenschaft des Papiers, 
die raumzeitlich an ihm existiert. Das Weißsein aber ist nicht 
etwas an dem Papier, es ist überhaupt nicht, sondern es stellt 
einen JBedeutungsgehdlt oder, wie wir kürzer sagen wollen, eine 
Form dar, die yon dem Gegenstand „dieses Papier" gilt Form 
ist also das, was das urteil als von einem Gegenstand geltend 
anerkennt. Da wir früher (5) alles, was gilt, Wert genannt haben, ] 



1 
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gehört die Form in die Klasse der Werte. Allgemein gesprochen 

ist nun der Sinn eines Urteils das Gelten einer Form von einem ^ 

^ — anstand. Dem Gegenstand wird durch die Form eine Bestim- 

g oder Bestimmtheit gegeben. Urteilen — oder, was für uns 

lelbe ist. Denken oder Erkennen — ist Gegenstandsbestimmung. 
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Jeder Gegenstand ist bestimmt, sonst könnte er nicht Gegen- 
stand, d. h. Subjekt eines Urteils seii^. Wir können auch so sagen : 
jeder Gegenstand steht in geltender Form. Wir kennen schon eine 
Reihe solcher Formen von früher. Alle Elategorien gehören näm- 
lich hierher: das Sein, das Gelten, die Idealität, die Realität usw. 
Dann auch, wie wir vorhin sahen, speziellere Formen wie* das 
Wei£sein, das Rotsein, das Mensohsein usw. 

Auch die Zahl steht, wie jeder Gegenstand, in geltenden 
Formen. Man darf aber daraus nicht schließen, daß die Zahl, 
l weil die Form ja ein Element jedes Urteilssinnes ist, ein logisches 
Gebilde seL Sonst wäre jeder Gegenstand irgend einer Wissen- 
schaft ein logisches Gebilde; jeder steht ja in geltender Form. 
Als Erkennen ist die Mathematik selbstverständlich wie jede 
Wissenschaft von der logischen Form abhängig. Aber der Gegen- 
stand der Mathematik ist der von der Form geformte Inhält, und 
dieser Inhalt — die Zahlen und die geometrischen Gegenstände — •" 
ist eben etwa? Seiendes und nicht etwas Geltendes. Nicht durch 
die Logik, sondern durch die logische Form wird die Mathematik 
erst möglich. Der logische Charakter der Zahl ist also nicht 
darauf zu gründen, daß sie gleich jedem anderen Gegenstand 
durch geltende Formen bestimmt ist. 

Um indes alle falschen Auffassungen zurückweisen zu 
können, müssen wir noch tiefer in die Struktur des Urteilssinnes 
eindringen. 

19. Das spezifisch Logisctie. Die Formen der Gegenstände 
sind vom Inhalte her spezifisch verschieden. Das Sein ist etwas ganz 
anderes als das Gelten, beides wieder etwas ganz anderes als die 
Realität usw. Ist es nicht möglich, diese spezifischen Verschieden- 
heiten abzustreifen und die natürlich aufs höchste abgeblaßte 
logische Form übrig zu behalten, die jedem Gegenstande lediglich 
<üs Gegenstand zukommt, die gleichsam das Gemeinsame aller 
Formen ausdrückt, das, was da sein mußt damit überhaupt gedacht 
werden kann? Diese Form wäre dann schlechthin die Form dtfs 
Gegenstandes, die GegenständlichJceit ^ und der Gegenstand, der 
diese Form hat, wäre das rein Logische, das spezifisch Logische. 

Versuchen wir, es zu finden. Wenn wir denken, so denken 
wir stets einen Gegenstand, und zwar einen Gegenstand, d. h. einen 
hestimmten Gegenstand, denselben Gegenstand, den, der mit sich 
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iat. Das Wörtchen „ein" soll also die IdenUIät 
ese Forderung der Identität ist nötig, damit das- 
ierholt tmd damit der Gegenstand auch in ver- 
en wiedererkannt werden kann. Wir können das 
:en, daü wir eagen: der Gegenstand muü die Form 
i Form des Einen haben. 

Q wir abei\schon etwas Weiteres ansgesprochen. 
ir dv Gegenstand als den einen denken, unter- 
1 von dem anderen. Das Eine und das Aodere 
inseitig, sie sind Korrelativbegrifle. Es gibt das 
es das Ändere gibt, njid das Ändere nur, weon 
Beides gehört zusammen, iat voneinander un- 
anke ich das Eline, so denke ich auch stets das 
<rm des Einen nnd des Anderen ist nun die ge- 
ir spezifischen Inhaltsbestimmtheit befreite all- 

ist die Form, die allen Gegenständen gemeinsam 
ständlichkeit. Daß zu dieser allgemeinsten Form 
io allgemeinster Inhalt „Inhalt überhaupt" (das 

hinzukommen muC, damit der Gegenstand „Dos 
idere" da sei, ist wohl klar. Das Eine und das 
der allgemeinste Gegenstand, der notwendig ge- 
iß, wenn ich überhaupt denke, ist das spezifisch 

chließlich noch eine letzte Charakteristik daraus 
le und das Ändere ist zweifellos eine Mehrheit, 
■k^t. Aber dadurch, daB das Eine und das Andere 
mengehören, ist diese Mannigfaltigkeit zu einer 
pgefaßt. Jetzt ist die Charakteristik des spezi~ 
Jas „logiaoben Urphänomens", vollendet, 
her nicht in diesem Logischen schon der Begriff 
3sen? Ist nicht das Eine die Eins'} Ist nicht 
ilus"? Ist nicht die Einheit der Mannigfaltigkeit 
Is scheint wirklich nichts näher zu liegen als das. 

ne nicht die Eins. Die Zahl Eins muß not' 
,eren Zahl Eins gleich sein. Gleichheit im Sinne 
ileichheit zweier Gegenstände liegt dann vor, 
von dem einen gilt, auch von dem anderen gilt, 



mit Ausnahme des UmstandeB, daS der eine neben dem anderen 
wirklich ist. Daß es diese Gleichheit in der Algebra gibt, ist 
eine grundlegende Wahrheit, die, wenn sie auch nicht ausdrück- 
lieh ausgesprochen zu werden pflegt, dennoch erst die arith- 
metischen Operationen ermöglicht; denn wenn nicht 1 = 1 ist, 
dann ist alles Rechnen Unsinn. Hat diese Beziehung aber in 
der eben gezeichneten rein logischen Sphäre einen Platz? Kann 
ich sagen, das Eine sei gleich dem Anderen, weil man beide ver- 
tauschen könne? Offenbar nicht. Denn die etneige Beziehung 
zwischen dem Einen und d^m Anderen ist die Verschiedenheit. 
Darauf läQt sich keine Gleichheit gränden. Das Eine steb^ '^b 
das Andere niir in der Form Identität mit sich selbst, nicht 
in der Form Gleichheit. Identisch kann immer nur etwas mit 
sich selbst sein, nie mit einem anderen; gleich aber kann etwas 
immer nur mit einem anderen sein, nie mit sich selbst. Es sind 
also zwei verschiedene Sphären odär Medien, in denen die logi- 
schen Formen Identität und Gleichheit herrschen. In dem rein 
logischen Medium herrscht nur die Ideiitität, die damit die Ver- 
schiedenheit (Andersheit) setzt; hier gibt es nur Identität oder 
Verschiedenheit. In dem Eedium der Mathematik sind aber z. B. 
zwei Zahlen niemals miteinander identisch, sondern immer nur 
gleich. Identisch kann nur ein Gegenstand sein; zwei Zahlen 
sind aber zwei Gegenstände. Die Gleichheit setzt nun aber eine 
Art von Identität des Verschiedenen voraus. Zwei gleich gesetzte 
Gegenstände müssenj wenigstens teilweise übereinstimmen. Bei 
vollkommen gleichen Gegenständen , wie sie z. B. die Gleichung 
1 = 1 zeigt, liegt eine eigenartige Identität des Verschiedenen 
vor. Man sieht nun leicht, daß das alles nur in einer nidit 
logischen Sphäre möglich ist. In der rein logischen Sphäre sind 
die Gegenstände nur mit sich selbst identisch oder nur ver- 
schieden. Einen weiteren Inhalt hat das rein Logische nicht. 
Führt man also den Begriff der Gleichheit ein, so hat man ein 
alogisches Moment hin zugenommen. 

21. Das „und" nicht das „plus". In ähnlicher Weise läCt 
sich auch zeigen, daß das „und" in „das Eine und das Andere" 
nicht das „plus" ist. Das „plus" sagt nämlich etwas aus, was in 
dem rein logischen „und" nicht enthalten ist. Das „und" bes. »t 
nach unseren früheren Überlegungen (19) eine Einheit des Man' ^- 
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faltigen, eine Trennung und gleichzeitig eine Verbindung. Weder 
die Trennung noch die Verbindung wird auf Kosten der anderen 
betont; es ist keine Verbindung, wo eine Verschmelzung zu einem 
Gegenstande stattfindet, und keine Trennung, wo die Einheit zer- 
rissen wird. Trennung und'Verbindung werden durch das „und" 
im logischen Gleichgewicht gehalten. Aus diesem Grunde kann 
man das „und" auch zwischen alle möglichen Gegenstände setzen. 
Ich kann nicht nur von der Euh und dem Schwänze, sondern auch 
von der Tugend und dem Maikäfer, von Wahrheit und Falschheit, 
von Gott und der Welt Sinnvolles aussagen. Das „plus" bedeutet 
aber etwas ganz anderes. Vorbemerkt sei, daß es sich hier natür- 
lich nicht um das „plus" als das die positive von der negativen 
Zahl unterscheidende Zeichen, sondern um das Additionszeichen 
handelt. Dieses „plus" besagt nun durchaus kein Gleichgewicht. 
2 + 3 = 5 bedeutet vielmehr, daß die 2 mit der 3 zu etwas 
Drittem verschmölzen wird. Die Verbindung überwiegt also hier 
die Trennung. Vielleicht kann ein Vergleich den Unterschied deut- 
lich machen: Das logische „und" gleicht der chemischen Mischung, 
das mathematische »plus" der chemischen Verbindung. Natürlich 
hinkt der Vergleich wie alle Vergleiche. Aus dem aufgewiesenen 
Charakter des „plus" folgt nun auch, daß es sich durchaus nicht 
zwischen alle Gegenstände setzen läßt. Wahrheit plus Falschheit, 
das Eine plus das Andere — das geht nicht. Es muß den Gegen- 
ständen schon ein besonderei^ Charakter zukommen, damit sie die 
Verbindung mit »plus" gestatten: die Gegenstände dürfen nicht 
nur verschieden, sondern müssen zugleich auch noch etwas anderes 
sein. Und das greift offenbar über die logische Sphäre hinaus. 

22. Die Einheit des Mannigfaltigen niclit die Melirzahl. Da- 
mit ist nun zugleich die Antwort auf unsere dritte Frage gegeben. 
Ist das „und" nicht das „plus", dann ist auch die Einheit des 
Mannigfaltigen nicht die Mehrzahl. Diese logische Mannigfaltig- 
keit bedeutet bloß eine „ Mehrer leiheit", d. h. sie bezeichnet nur 
überhaupt unterschiedene Gegenstände, Gegenstände, von denen 
nur die Verschiedenheit ausgesagt wird und nichts Sonstiges. Sie 
bezeichnet eine Häufung, eine Menge verschiedener Gegenatände, 
die in allerlei Hinsicht verschieden sind, deren Verschiedenheit noch 
1 dne Bestimmtheit hat. Vor allem bedeutet das Eine und das 
j ädere keine Beihe. Man braucht sich nur den Sinn der Worte 

Müller, Gegenstand der Mathematik 3 
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„das Eine'', „das Andere''' zu überlegen, um einzusehen, daß damit 
alles genannt ist. Es gibt außer dem Einen und dem Anderen 
nichts anderes mehr. Auch hat das Eine vor dem Anderen keine 
logische Priorität. Beide sind gleich ursprünglich; das Eine ist 
mit dem Anderen notwendig mitgegeben. Es gibt also keine Reihe 
in der rein logischen Sphäre. 

23. Die Zahl nicht durch Setzung entstanden. Man kann 

noch auf eine letzte Weise versuchen, die Zahl aus dem logischen 
TJrphänomen abzuleiten, indem man nun nicht auf die Einheit des 
Einen und des Anderen reflektiert, sondern, weil es bei den Zahlen 
vollkommene Gleichheit gibt, auf die wiederholte Setzung desselben 
Gegenstandes beim Denken. Ich setze ein Etwas als Eins, dann 
noch ein Etwas als Eins usw; durch Synthese fasse ich die Eins 
zu Zwei, Drei usw zusammen. Nichts erscheint einleuchtender als 
das; also ist die Zahl doch ein rein logisches Gebilde, das wir nur 
nicht, wie in den vorigen Nummern, von der Statik des Logischen 
her, sondern von seiner Dynamik aus verstehen müssen. 

Aber leider ist diese hübsche Ableitung der Zahl noch falscher 
als die vorhin besprochene. Wenn wir uns der Überlegungen über 
die Gebiete des Logischen und Psychischen (11) erinnern, dann 
bemerken wir sogleich, daß diese Ableitung etwas in das logische 
Gebiet versetzt, was es darin nicht gibt, nämlich die Zeit; denn 
eine Wiederholung gibt es nur in der Zeit. Etwas Dynamisches 
in dem Sinne, daß damit zeitliches Tun, Bewegung verknüpft ist, 
existiert im Logischen nicht. Wohl im Psychischen. Jenes wieder- 
holte Säeen ist ein Wiederholen psychischer Vorgänge, aber nicht 
ein Wiederholen des gesetzten Gegenstandes, Ich kann einen Gegen- 
stand wiederholt, z. B. zweimal, setzen. Aber damit habe ich noch 
nicht den Gegenstand zweimal, habe ich nicht zwei Gegenstände. 
Sondern ich habe denselben Gegenstand eweimdl gesetet\ das 
zweimal bezieht sich lediglich auf das Setzen. Die Frage ist 
schon sinnlos: wievielmal gibt es den rein logischen Gegenstand? 
Es gibt ihn nicht vielmal und nicht einmal; denn er ist weder 
im Eaume noch in der Zeit, sondern in der räum- und zeitlosen 
logischen Sphäre. , 

Es ist gut, sich dies'e Verhältnisse recht klar zu machen; 
denn die Setzung als Ursprung der Zahl spukt in allerlei For: i 
in der Philosophie. 



;eneitäf als Kategorie der Zahl. EKa N. 

mg, die Ziihl sei eia rein logisches Gebilde, 
ler Zahl Elemente stecken, die es im rein I 
^bt. Die Zahl kann im rein logischen Med 
welchem Mediom sollen wir sie nsn anal 
:u beantworten, gehen wir von der ans st 
lentlichen Tatsache aus, daß es im Hed 
üchnng 1 := I beweist, bei aller Verschie' 
Bue Gleichheit gibt. Wie muß das Med 

eine solche Gleichheit erlaubt? Es moQ 
ig viele Stellen haben. Dadurch ist die 
^enstände ermöglicht, so daC wir von 
and noch einem Gegenstand usw sprei 
»llen einnehmen. Im logischen Medium 
ine und das Andere sind hier die einz 
e Medium ist ja auch weiter nichts als 
md das Andere". Das Medium, in dem 
>glich ist, muß nun weiterhin so beschi 
Gegenstände untereinander vollkommen 
1 daS derselbe Gegenstand, an verschie 
:b nicht im geringsten ändert, sondern 
liscA bleibt. Wir nennen ein derartiges Me( 

damit das erste alogische Moment der 
geneitiU. Sie bedeutet also für den Gegens 
^ndividuälüät. Auch darin ist ein wesentli 
jchenMedium vorhanden. Das logische Mei 
lität nicht, es kennt nur den Unterschied 

Durch die Homogeneität des Zahlenmed 
lichbeit trotz aller Verschiedenheit verbl 

sich im homogenen Medium nur dnrch 

nichts. 

r bis jetzt gewonnen? Haben wir viell 
cherlich nicht. Denn unserem Medium 
' homogene Medium ist eine wahllos, ordni 
[alte Menge von verschiedenen, absolut glei 
eiter nichts. Das Plus haben wir noch t 
mehrerer Gegenstände zu einem neuen 
n wir auch die Zahl noch nicht. Uns 
rdnung. 
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25. Die QuantitSt als Kategorie der Zahl. Um ein weiteres 

konstituierendes, alogisches Merkmal der Zahl zu finden, überlegen 
wir uns, daß in der Zahl ein Soviel liegt, daß sie Antwort auf die 
Frage nach dem Wieviel gibt. Damit also das Eine ^ur Zähl 
wird, muß der Begriff des Maßes, das Soviel hinzukommen. Ein 
Messen ist aber nur möglich bei der Quantität Also ist die 
Quantität dasjenige, was die Existenz der Zahl ermöglioht. Die 
Quantität ist nicht Gegenstand c^er Mathematik. Aber nur in ihr 
und durch sie haben die Zahlen Bestand. Besinnen wir uns, was 
die Gleichung 1 -|- 1 = 2 bedeutet. Hier werden zwei verschiedene 
Gegenstände zu einer neuen Einheil verschmolzen. Das war in 
den beiden Medien, die wir bisher kennen lernten, dem logischen 
und dem homogenen, nicht möglich. Wohl aber ist es möglich 
im Medium der homogenen Quantität Denn erstens verstehen 
wir jetzt, inwiefern auö zwei Zahlen eine neue Zahl entstehen 
kann, wir verstehen das „Plus", die Addition. Zweitens verstehen 
wir das Gleichheitszeic^n ; beide Seiten bedeuten jetzt dasselbe 
Quantum. '^ 

Nun haben wir den spezifischen Inhalt der Zahl gefunden. 
* Das homogene Medium gab uns nur die Gegenstände überhaupt 
an verschiedenen Stellen. In ihm besaßen die Gegenstände noch 
weit^ nichts als Form und Inhalt überhaupt. Jetzt ist erst in 
diese „leere" Form der spezifische Gehalt gegossen, jetzt ist die 
Form „gefüllt", und dieser Gehalt, dieser spezifische Inhalt ist 
das Quantum. 

Man achte zunächst auf den Unterschied des nur homogenen 
Mediums vom homogen-quantitativen Medium. In jenem sind alle 
Gegenstände homogen, in diesem gibt es homogene Gegenstände. 

Natürlich ist die Quantität (ebenso wie die Gleichheit und 
.Ungleichheit) eine logische Form. Das macht aber die Zahl zu 
keinem logischen Gebilde. Die Zahl ist ein quantitativ bestinunter 
Gegenstand, die Form Quantität aber nicht; ebensowenig wie 
z. B. die Form Wirklichkeit ein wirklicher, die Form Realität ein 
realer Gegenstand ist. Zahlen sind nicht nur Gegenstände über- 
haupt, die Form überhaupt und Inhalt überhaupt haben, sondern 
ihr Inhalt ist mehr als Inhalt überhaupt, er ist quantitativ. 

Die Quantität ist kein Gegensatz, kein Eorrelativglied zur 
Qualität. Sie ist selbst eine Qualität, eine spezifische Art der 
Qualität. 
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erhält Dnn Mich der Begriff der Ungleichheit, der ebenso 
rie der bisher allain betrachtete der Gleichheit ist, seine 
Wenn zwei Zahlen ungleich sind, «o bedentet das, daß 
nehr quantitative Einheiten oder Quanten oder Einzahlen 
[a die andere. Im rein logischen Medium war derartiges 
j*. Dort gibt es nur Verschiedenheit, keine bestimmte 
enheit. Wenn ich weifif daQ 1 und 2 nur yerschieden 
Q sind sie für mich keioe Zahlen; denn ich kann sie nicht 
31eichheit oder Ungleichheit vergleichen. 

Die spezifische Art der QuanfitSI des Zalüenmedinins. 

bedarf noch einer genaueren Charakterisierung. 
ens ist das Zahlenquantum das allgemeinste Quantum, 
kennen. Die Begriffe Quantität, Quantum sind letzte, 
-bare Begriffe, die man höchstene mehr oder weniger zu- 
imschreiben kann. Man könnte Quantität allem beilegen, 
imittelbarem (nicht übertragenem) Sinne der Abstufung 
Qr&de-Habens fähig ist Überblickt man nun alles das, 
esem SinQe quantitativ ist, das räumliche Quantum, das 
Quantum, die verschiedenen Arten von psychischen 
1. a., so sieht man, daß das Quantenhafte an all diesen 
iden durch Zahlen darstellbar ist, nicht immer durch 
ahlen, manchmal auch, wie bei vielem Psychischen, 
li Ordnungszahlen, aber jedenfalls stets durch Zahlen, 
{^bt sich, daß die Zahl das allgemeinste Quantum ist. 
I das und nur das, was allen den genannten Quanten 
a ist; sie sind alle gegenüber dem Zahlenqnantnm durch 
Besonderheiten ausgezeichnet. 

könnte statt Quantum auch Größe sagen. Aber weil 
matik keinen Anlaß hat, den Qrößenhegriff in der oben 
lenen allgemeinen Form zu verwenden, ziehe ich den 
JegriS vorläufig vor. 
tens ist das Zahlenmedium ein unstetiges Quantum. 

ist gleichfalls ein letzter Begriff, der sich nicht definieren 
w er ist ein durchaus klarer und verständlicher Begriff, 
a nnr darauf achtet, daß er mit der sinnlichen An- 

nicht das geringste zu tun hat. Stetigkeit bedeutet 

igkeit und TJnznsammengesetstheit (das stetige Quantum 

b also nicht das mathematische Kontinuum). Daß das Zahlen- 
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medium nun nicht stetig, sondern diskret ist, erhellt einmal aus 
der bloßen Phänomenologie des Zahlbereiches. Im Zahlbereich 
gibt es die Eins als Einheit. Sie ist selbst noch teilbar, also quan- 
titativ. Aber sie ist eine natürliche Einheit, die alle Menschen 
nicht nur annehmen, sondern annehmen müssen; es gibt hier 
keine andere Einheit, sie ist die Einheit, die wir nicht willkürlich 
ändern können, von deren Änderung zu sprechen überhaupt keinen 
Sinn hat. Etwas Derartiges gibt es im stetigen Quantum nicht. 
Dort sind wohl auch Einheiten möglich, aber nur hünstliche Ein- 
heiten, die auf Übereinkommen beruhen und die wir deshalb will- 
kürlich ändern können. Eine natürliche Einheit ist nur denkbar 
in einem unstetigen Bereiche. Ebenso deutlich ergibt sich die 
Unstetigkeit des Zahlenmediums aus dem Folgenden. 

Drittens nämlich ermöglicht das Zahlenmedium eine bestimmte 
Ordnung, die Beihenardnung. Es gibt unendlich viele Zahlen. 
Jede von ihnen ist bestimmt und unterscheidet sich von allen 
anderen in bestimmter Weise. Was gibt jeder Zahl diese Be- 
stinuntheit ? Was macht die 5 zur 5 , die sich z. B. von der 6 
dadurch unterscheidet, daß 6 — 1 = 6 ist? Es ist die Ordnung 
der Zahlen, die darin besteht, daß sie eine Eeihe bilden, die einem 
Bildungsgesetz untersteht. Unter dem Bildungsgesetz (oder Reihen- 
prinzip) verstehen wir die für die ganze Eeihe gleichbleibende 
Regel, wonach sich zu jedem Gliede ein anderes durch seine Be- 
ziehung zu ihm bestimmen läßt Von zwei Gliedern, die auf 
Grund des Bildungsgesetzes auseinander erhalten sind, ist das 
eine, etwa das, aus dem das andere bestimmt worden ist, das vor- 
angehende, das andere das folgende Glied. Man sieht, daß die 
Folge der Reihe keine zeitliche Folge ist, auch keine rein logische. 
Die Zahlreihe beginnt mit der Eins. Ihr Bildungsgesetz lautet, daß 
zwei aufeinanderfolgende Zahlen dadurch bestimmt sind, daß die 
eine um die Einheit größer als die andere ist. Die der 1 folgende 
Reihenzahl ist also die 2, die durch Verschmelzung aus dem Gegen- 
stand 1 +• 1 geworden ist usw. In dieser Reihe nimmt jede Zahl 
ihre bestimmte Stelle ein, d. h. sie bildet ihr eigenes Maß. In 
den Zahlen selbst liegt die Bestimmtheit, indem sie in sich selbst 
das Gesetz der Bildung tragen. Die Zahlen eählen sich also selbst, 
sie sind für sich bestehende Gegenstände. Man sieht nun ohne 
weiteres, daß diese Reihenfolge nur in einem unstetigen Quant 
möglich ist. Denn jeder Versuch der Herstellung einer spiel 



stetigen QuaDtnm hat die Zahl notwendig znr 
jeder Reihe, auch der scheinbar primjti7Bt«n, 
ihe, fon einem beliebigen Anfang an gerechnet, 
drittes nsw GrUed enthalten moü, gezählt. Di« 
irsprünglichBte, die in Wahrheit primitivste 
eahalb in einem stetigen Quantum nicht erst 
sondern maß in der Struktur des Quantums 

Siategorien des Zahlbereiches sind also; ideales 
Somogeneität, Quantität. 

ein bloßes Stellenzeichen. Von hier aus ergibt 
Falschheit der Auffassung, wonach die Zahl 
eben sei. Barin liegt der Gedanke beschlossen, 
on der Stelle her ihre Bestimmtheit Wir 
uje Gegenteil der Fall ist. Im nur homogenen 
> Stellen noch keine Ordnung. Hat man aber 
tität die Zahlreihe, so kann man die Stelle, an 
'anach als erste Stelle bezeichnen usw. Mit 
man nicht rechnen. Die erste und die zweite 
sammen soviel wie eine dritte Stelle, sondern 
sn eben zwei Stellen. Die Ordnung kommt 
ne Medium erst durch die ZahL Daraus folgt, 
ong, ans der viele Logiker die Zahl ableiten 
[lon voraussetzt. 

ZatdbegriH In der Beiha kommt jede Zahl 
Aber es gibt nicht nur eine 1, eine 2 usw, 
sie 1, 3 usw. Es gibt nur einen Begriff der 
Gegenstände 1 fallen. Strenggenommen — 
^23) schon Entsprechendes — läßt sieb nicht 
egriS einer Zahl sagen ; er ist weder einmal 
sondern ist nur mit sich selbst identisch. Wenn 
gäbe, dann wäre z.B. die Gleichung 1^1 
wäre 1 + 1 unmöglich uhw. Der BegrifF der 
ä anderes als die Zahl. Der Bogritt der Zahl 
egenstand, die Zahl ein Seinsgegenstand. Sie 
Terschiedenen Wirklichkeitsgebieten. Es ist 
lans falsch, die Zahl als einen Begriff zu be- 
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29. Zahl und sinnliche Wirklichkeit. Da die Zahlen sich 
selbst zählen (26), wie ist es da möglich, 'd&i sie auch sinnUche 
Gegenstände zählen können, die einem ganz anderen Wirklichkeits- ' 
bereich angehören ? 

Man erledigt diese Frage nicht mit der Feststellung, zählen 
heiße einfach, sinnliche Gegenstände der Zahlreihe zuordnen. Ich 
zähle fünf Bäume, bedeutet danach, ich ordne diese Bäume den 
fünf ersten Zahlen der Zahlreihe zu. Das genügt dem Mathema- 
tiker vollständig, aber nicht dem Logiker. Diese Zuordnung setzt 
doch voraus, daß ein und nur ein Baum jedesmal zugeordnet wird- 
Ich wende also dabei, wenn es auch nicht ausdrücklich erwähnt 
wird, tatsächlich auf jeden Baum die Zahl 1 an. Wie kann ich 
das, da doch die Bäume sich nicht absolut gleichen, sondern in 
tausendfacher Hinsicht verschieden sind? Das ist unser Problem. 

Um es zu lösen, fragen wir uns, wie denn im Vergleich zu 
dem Zahlbereich die kategoriale Struktur der sinnlichen Wirklich- 
keit s^i. Die Kategorie der Quantität macht keine Schwierigkeit, 
da die sinnliche Wirklichkeit ebenfalls quantitativ ist, wenn auch 
mit einem spezielleren Inhalt der Quantität. Es ' bleibt also nur 
zu untersuchen, was für eine Kategorie sie im Vergleich zur Homo- 
geneität aufzuweisen hat. 

Als Leibniz einmal am hannoverischen Hofe die alte stoische 

I 

Lehre vertrat, unter den Dingen herrsche eine solche Mannig- 
faltigkeit, daß es nicht zwei gleiche gebe, wollten die Hofdamen, 
um ihn zu widerlegen, zwei gleiche Baumblätter suchen ; sie fanden 
aber keine. Darin liegt ein Grundzug der sinnlichen Wirklichkeit 
ausgesprochen, die Individualität. Jedes Ding,, überhaupt jeder 
sinnliche Gegenstand ist einzigartig. Diese individuelle Bestimmt- 
heit der Gegenstände der sinnlichen Wirklichkeit ist der Grund 
oder, wenn man will, nur ein anderer Ausdruck für* die Mannig- 
faltigkeit, die Heterogeneität dieser Wirklichkeit. 

Aber diese Mannigfaltigkeit ist durchbrochen. In einer nur 
heterogenen Welt könnten wir uns nicht zurecht finden, sie wäre 
für uns ein Tohuwabohu. Die Welt ist uns vielmehr gegeben 
in einer bestimmten kategorialen Struktur, d. h. sie ist für 
uns nicht mehr ungeformt, sondern geordnet. Es muß bei aller 
Verschiedenheit auch eine Gleichheit, bei aller Mannigfaltigkeit 
auch eine Identität geben. Heterogeneität und Homogeneität 

sind in der sinnlichen Wirklichkeit in einzigartiger Weise so mit- 

/ 



lea, daß die sinnlichen Qegenstäade in einer ge- 
Hb gleich betrachtet werden können. So aind sie 
a gleich, als aie alle sinnlich-wirklich sind. Diese 
t betreffende Hinsicht kann aber natürlich auch 
imfasaeni Alle Tiere sind z. B. in Einsicht anf 
logen. Man sieht, daß solche Hinsichten homogene 
er Wirklichkeit herausheben. Und hier ist der 
Sahl ansetzen kann. Soll die Zahl auf die sinn- 
t angewandt werden, ao muß — es bleibt uns 
irig, als in Bildern zu reden — die Heterogeneität 
am vernichtet werden, so daß die Homogeneität 
}t; oder die Wirklichkeit muß in ein homogenes 
m eingetaucht, sie maß homogenetsiert werden, 
eidimensionalität räumlicher Getnlde durch Fro- 
bene gleichsam eine Dimension gestrichen, zerstört 
lie heterogen-homogene Wirklichkeit ihre Hetero- 
'rojektion auf ein homogenes Medium gleichsam 
I die Anwendung der Zahl ermöglichen. Zwei 

auch sogar zwei derselben Art, wie z.B. zwei 
en, könnten nicht gezählt werden, wenn sie mcht 
ir Eatzen-Sein allein, abzüglich aller individuelleD 
betrachtet werden könnten. 
gezählt werden will, muß also in ein homogenes 

werden, es muß eine Stdlt in einem solchen 
Bn. Genau so, wie nach der früheren Ausfährung 
llen im homogenen Medium mit Bilfe der Zahl 
genau so werden dann auch die sinnücheu Gegen- 
n'enu sie eine Stelle in einem homogenen Medium 
id genau so wenig, wie man mit den Zahlstellen 
inn man es auch mit den bomogeneiaierten Qegen- 
atze und noch eine Katze sind nicht zusammen 
»n Katze, sondern gleich zwei Eatzen. 

eneiiät nnd HeterogeneifSt. Wir wollen uns 
rgebnis dieser Nummer nicht begnügen, sondern 
1 den beiden Begriffen der Homogeneität und der 

ine erste Kenntnis erlangt haben, versuchen, sie 
ssen. Das ist ffir spätere Ausführungen not- 
aber auch jetzt MiSverständnisBe zu zerstreuen 
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und den Unterschied der Zahlenwirklichkeit und der sinnlichen 
Wirklichkeit ganz klar zu machen. 

Wir knüpfen zunächst an einige Begriffe der Logistik (9) 
an. Wir nennen InfKÜt jede Satzfunktion. Die Menge der Werte, 
die die Fu]Qktion hestätigen, nennen wir den zu dem Inhalt ge- 
hörigen Umfang (Klasse). Da die Satzfunktion ein Urteil wird, 
wenn man für die Variable einen Wert einsetzt, so können wir 
auch allgemeiner sagen: Inhalt ist die Menge aller Prädikate, die 
von dem durch eine Satzfunktion bestimmten Umfang gelten; 
Umfang ist die Menge der Subjekte, die durch eine Satzfunktion 
bestimmt wird. Auch jeder einzelne Gegenstand, d. h. ein solcher, 
der nicht durch Klassenbildung entstanden ist, bildet einen Umfang, 
zu dem sein Inhalt gehört. 

Wenden wir uns nun wieder der Betrachtung der. sinnlichen 
Wirklichkeit zu, so haben wir vorhin als eines ihrer Merkmale 
herausgestellt, daß, wie wir null sagen können, jeder ihrer Gegen- 
stände ein Umfang ist, zu dem ein anderer Inhalt gehört. Das 
ist aber nicht das einzige Merkmal der Heterogeneität. Nehmen 
wir einen Gegenstand der sinnlichen Welt, z. B. einen Stein, so 
überzeugen wir uns leicht, daß es selbst dann unmöglich ist, 
diesen Gegenstand vollständig zu beschreiben, wenn wir von allen 
seinen Beziehungen absehen und ihn rein für sich betrachten. 
Man muß das „voUständig*' im Wortsinne nehmen und darf nicht 
an physikalische Vereinfachungen denken, wonach der Stein durch 
die Angabe seiner Zusammensetzung, vielleicht auch noch des 
Gewichtes und der Größe beschrieben wäre. Eine vollständige 
Beschreibung müßte uns alles über jeden noch so kleinen Teil 
sagen. Man braucht sich das bloß ein wenig auszumalen, um 
einzusehen, daß es eine solche Beschreibung nicht geben kann. 
Jeder Gegenstand der sinnlichen Wirklichkeit hat einen unüber- 
sehbaren Inhalt. Man bemerkt nun auch leicht, daß das erste 
Merkmal der sinnlichen Wirklichkeit auf dem zweiten beruht. 
Besäße nicht jeder Gegenstand einen unübersehbaren Inhalt, dann 
wäre die Wahrscheinlichkeit, daß es absolut gleiche Gegenstände 
in ihr gäbe, größer. 

In der Wirklichkeit der Zahlen und überhaupt der mathema- 
tischen Gegenstände ist das anders. Wie wir vom Zahlbereich 
wissen und später vom geometrischen noch hören werden, gib 
in ihnen absolut gleiche Gegenstände, mit anderen Worten, ni 
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inde iat ein UmfaDg, zu dem ain anderer 
inden sich hier auch keine ud übersehbaren 
iDstand kann voVstätidig beschriabeu werden, 
ing ist notwendig und hinreichend, am einen 
» Gegenstand zu bestimmen. So ist z. B. die 
lurch i^re Stelle in dar Zahlreiha bestimmt, 
roUst&ndig durch eine seiner Formeln, etwa 

berlegungen werden nun die folgenden all« 
in Terständlich sein. 

geneäät besitzt eine Wirklichkeit, wenn jeder 
in umfang ist, zu dem ein anderer und un- 

gebört Wir nennen einen solchen Gegen- 
tm. Die sinnliche Wirklichkeit besitzt eine 
t. 

jeneität besitzt eine Wirklichkeit, wenn jeder 
n Umfang ist, zu dem derselbe Inhalt gehört, 
1 Minimum ist (17). Eine solche Homogeneität 
omogenes Medium (24); das Homogeneisieren 
9o auch Homogeneisieren im absoluten Sinne. 
geneität besitzt eine Wirklichkeit, wenn jeder 
n Umfang ist, zu dem ein anderer, aber nicht 
dt gehört. Eine solche Heterogeneität besitzt 
s (und das der Relationen?). 
lemäät besitzt eine Wirklichkeit, wenn jeder 
n Umfang ist, zu dem nicht immer ein anderer 
bersehbarer Inhalt gehört. Eine solche Komo- 
Wirklichkeit der mathemtatischen Gegenstände. 
'iffe für die Untersuchung der Methoden noch 

müssen, werden wir später (50, 56) andeuten. 

i Zahl. Unsere bisherigen Ausführungen über 
US nun, eines der schwierigsten Probleme der 
tik zu beleuchten: das Verhältnis you Menge' 
'San dabei auf einen neuen, von der Logistik 
«onders yon den Mathamatikem Itegrüßten 
US einfacheren, logischen Begriffen abzoleiten. 
Formen dieser Ableitung stammen von Frege 
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Als letzte, nicht definierbare Begriffe werden dabei die wis 
schon bekannten Begriffe der Klasse oder Menge und der Relation 
genommen. Zwei Klassen sind äquivalent, wenn zwischen ihren 
Elementen eine eineindeutige Relation besteht. Bezeichnet coBp eine 
Relation und ist ^ das Identitäi^zeichen, dann ist die Relation 
eineindeutig, wenn aus xRy und x'Ry folgt x ^ a?' und aus xHy 
und xB'i/ folgt y ^ y\ Fig. 1 zeigt eine nicht eineindeutige, 

Fig. 1 , 

• • • • • • • 

• • • • • • 

Fig. 2 

• • • • • • • • 

I I i 1 I l l i 
•••••••• # 

Fig. 2 eine eineindeutige Zuordnung zweier Punktreihen. Nun 
lassen sich alle äquivalenten Klassen als Elemente ansehen, die 
eine eigene Klasse bilden. Eine Klasse von äquivalenten Klassen 
nennen wir eine Kardinalzahl. Null ist die Klasse der Klassen, 
die kein Element haben. Eins ist die Klasse der Klassen, denen 
die Null nicht zukommt und die so beschaffen sind, daß, wenn x 
und y zu der Klasse gehören, x^y ist. Zwei ist <Me Klasse der 
Klassen, die folgenden Bedingungen genügen : 1. die Null darf der 
Klasse nicht zukommen; 2. ist x ein Element der Klasse, dann 
gibt es noch ein von x verschiedenes Element y der Klasse; 
3. gehören x und y als Elemente zur Klasse v und ist ein von 
X und y verschiedenes Element, so ist jede Klasse, zu der gehört, 
von V verschieden. Auf entsprechende Weise ist jede Kardinal- 
zahl abzuleiten. Soviel Klassen von äquivalenten Klassen es gibt, 
soviel Kardinalzahlen gibt es. Mit Hilfe besonderer Definitionen 
werden dann diese Zahlen in eine Reihe geordnet. 

Unsere bisherigen Ausführungen lassen es nun schon von 
vornherein als aussichtslos erscheinen, die Zahl auf rein logische 
Begriffe zurückzuführen. Denn die Zahl enthält etwas Quanti- 
tatives, also ein alogisches Moment. Aber auch im besonderen 
lassen sich vom logischen Standpunkte aus an der obigen Ab 
leitung verschiedene Ausstellungen machen. Man kann* frager 
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:Ber Etasse, dia kein Element h&t, einen 
I darauf aufnterkstLin machen, daß die Zalil 
tranggenommen keine Elasae von Elaesen, 

Begriffes ist; denn die Klasse aller zwei- 
lielsweiae umfaßt nicht zwei, sondern un- 

Die Zahl "ist hier vielmehr der inhaltlich 
r Elasae. 2 ist der BagriC „zweigliedrige 
ifaog alle zweigliedrigen Klassen gehören, 
len Klassen Gemeinsame ahhebt oder zn- 
klarheit liegt im Wesen der Logistik be- 
hen immer nur die formale Seite, am Be- 
ten Umfang sieht. Anstatt daQ die Zahl 
istand hingestellt wird (wie Russell es 
h wieder an Gegenständen abgelesen, als 
1er Abbild betrachtet. Die Logistik moQ 

G^en stand sbereicb es der Zahl leugnen, 
cht sehr fehl mit der Meinung, daß sich 
rmdeutung einer psycho! ogis oben Theorie 
ihlen in eine logische Theorie der Zahl 

!abl der Begrifi einer Klasse ist, müssen 
tionen des Addierens, des Gleichsetaens usw 
eben werden, die dem tatsächlichen Sinn 
it entspricht. Es lohnt sich , das einen 
m. Jede (verschiedene) Zahl ist nach der 
Auch das ist ja im strengen Sinne nicht 
s Begriffe sind weder einmal noch mehr- 
einfach wirklich. Umfänglich genommen 
t da, d. h. die Klassen, denen der Begriff 
nd in behebiger Anzahl vorbanden. Will 
Jsweise die Operation 2 4-2 = 4 deuten, 
BrleiWeiae tun. Entweder so; Ich nehme 
n, denen der Begriff „zweigliedrige Klasse" 
e sie mit einer beliebigen anderen dieser 
1 entsteht eine neue Klaase, die zu dem 
„viergliedrige Klasse" gehört. Oder so: 
ahl 2" (oder „zweigliedrige Klasse") zwei- 
Vereinigung den neuen Begriff „Zahl 4". 
t auf einer verfeinerten Form der in (14) 
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besprochenen AnBicht nnd verfaLllt deshalb zoi 
Einwürfen. 2 = 2 besagt in ihrem Sinne entwc 
griff „Zahl 2" mit sich selbst identisoh ist, oder c 
zweigliedrige Hlasaen gleich sind. Aber die Elai 
nicht gleich der Klasse „2 Birnen". Ich kann 
gleich betrachten, insofern ihnen dieselbe mit sich 
Bukommt Wir haben das früher (29) Homogen 
Aber dadurch bekomme ich nicht 2^2, aond 
Deutung selbst zeigt solche Unstimmigkeiten nc 
zweigliedrige Elaese plus einer zweigliedr^en 

— etwa einer viergliedrigen Klasse? — durchat 
gleich BWH zweigliedrigen Klassen. Was hie 
Zählen in Betracht kommt, liegt nicht in dei 
sondern in dem „»»e". In der Deutung etecki 
wie in der Formel o^ -}- o* = a*. Um das ga 
muß man beachten, dali wir hier immanente E 
punkte der Logistik aus 6ben. Es ist selbstvei 
daß zwei Äpfel zusammen mit zwei anderen J 
ergeben. Das setat, wie wir wissen, voraus, dal 
ständige Gegenstände sind, mit denen gerechnet 
die übrige Wirklichkeit angewandt werden. Abt 
sind (mit Recht) 2 Äpfel nicht identisch mit der 

— 2 Äpfel sind 2 Gegenstände, die Klasse „2 Ä; 
stand — , und sie will ja prinzipiell mit Klasst 
sächBch greift sie indes bei ihrer Deutung, w 
zeigt, ans der Klassen auffassung der Zahl hinüb 
fassuug und muß das tun, wenn äie überhaupt < 
Operationen deuten will. Uan sieht hier deutlic] 
Summe (9) von der arithmetischen Summe zw 
schieden ist; bei der letzteren wird wirklich g 
bei der ersteren nicht. Faßt man die logische 
metische auf, dann rechnet man nicht mehr mit 
mit Elementen, denen man die Zahlen (als sei 
stände) zugeordnet hat. Die eweiie Deutung ist 
ohne Sinn; außerdem findet sich auch hier der ] 
aufgeschriebenen Formel. 

Wir wollen diese und andere Einwürfe nicbl 
sondern zwei durchschlagende Bedenken gegen d: 
Ableitung geltend machen. 
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laiiD, wenn die obige Äbleitang einwand- 
I; aus logischen, sondern aus relationa- 
jgeleitet, die Mathematik also nicht auf 
ionatheorie gegrttndet (10). 
aigen, daß die Ableitung die Zahl schon 
änken uns darauf, das ausführlich für 
ing .und die Ableitung der Zahl 1 darzu- 
,a X oder das y? Es bedeutet ein Element, 
ings bat besonders Russell entschieden 

nicht um das Zahlwort „ein", sondern 
ikel „ein" handle, den man zu jedem 
le. Aber es ist unschwer nachzuweisen, 
t&mlich ist. Ea gibt nämlich eine eiu- 
heiden, ob ea sich um den unbestimmten 
rt handelt. Diese Probe besteht darin, 
.ein" nickt bedeuten, was es au3s<MieSen 
b-tihel BchlieOt Gegenstände anderer Art 
in Baum", dann will ich damit einen 
BW ausgeschlossen wissen. Das Zahlwort 
fgenstände derselben Art ans; wenn ich 

ich damit „zwei, drei usw Bäume" aus- 
ser I'all liegt bei unserer Ablwtung vor? 

Wenn ich die Menge der Musen auf die 
gelapiel abbilden will und nun sage, daß 

Eegel zuordne, will ich dann mit dem 
, daH ich etwa meinen Hausschlüssel dem 
en Fuchses zuordne? Sicherlich nicht; 
durch die Definition der Klassen aus- 
egt der zweite Fall zweifellos vor. Es 

daß X oder y mehrere Gegenstände be- 
Dz exakt verfahren, so müßte man das 
i; denn die Ableitung wäre unmöglich, 
gegenstände meinte >). Es ist also gar 
as „ein" in der Ableitung das Zahlwort 
Jen beiden betrachteten Zusammenhängen 
ehr interessante Umschreibung des Zahl- 
te Belegung, 
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Wortes „ein** vor uns. Die Existenz der Zahl 1 und der Mehrzahl 
und damit der Zahlreihe überhaupt wird dahei vorausgesetzt. !Es 
wäre zwecklos, sich gegenüher unserem Beweise darauf zu be- 
rufen, daß das „ein*' stets gleichzeitig beide Bedeutungen besUee, 
die des Zahlwortes und die des unbestimmten Artikels. Diese , 
Bemerkung ist ja richtig. Aber es kommt bei unserer Probe 
eben darauf an, zu finden, welche von den beiden Bedeutungen 
durch den Zusammenhang gemeint ist. 

Man kann noch eine andere Überlegung anstellen. Die ein- 
eindeutige Zuordnung wird auch so definiert, daß man sagt, man 
ordne jedes Element der einen Menge einem und i\ur einem Ele- 
ment der anderen Menge zu. Diese Form der Beschreibung ist 
ohne Zweifel richtig; im besonderen sei bemerkt, daß sie keine 
überflüssige Bestimmung enthält. Ist sie aber richtig, dann zeigt 
ihr Wortlaut schon, daß in der anderen Darstellung das Zahlwort 
„ein" nur umschrieben, die Zahl 1 also vorausgesetzt wird« 

Es sei noch angefügt, daß auch andere Stellen der Ableitung 
die Zahlreihe voraussetzen, z. B. eineindeutige Zuordnung als 
Reihenordnung, die Ableitung der Zahlen 2, 3 usw, die Ordnung 
der durch die Ableitung erhaltenen Zahlen in eine Reihe. 

Die Zahl ist also aus der Menge nic^t ableitbar. Im Gegen- 
teil setzt die Menge die Zahl voraus. Das ergibt sich ohne weiteres 
aus dem Begriffe der Menge (10, Anmerkung); die Ordnung durch , 
die Relation „und" hat, weil sie eine Reihen Ordnung ist, die Zahl- 
reihe als logische Grundlage^). Gäbe es keine Zahl, so gäb^ es 
keine Menge. Durch die Zahl hat die Menge quantitativen 
Charakter und wind dadurch ein Gegenstand, mit dem sich die 
Mathemalik befassen kann. Die Mathematik interessiert an der 
Menge dasselbe, was sie auch an Zahlen und geometrischen Ge- 
bilden interessiert, nämlich das Quantitative und das Ordnungs- 
hafte. Sie muß bei ihrem Studium alle Mengen mit Ausnahme 
der Zahlmengen homogeneisieren. Denn sie kann nicht sagen, 
welcher Unterschied z. B. zwischen einer Menge Äpfel und einer 



^) Ich bemerke für den Mathematiker, dafi die Behauptung, jede 
Menge setze die Zahlreihe logisch voraus, durchaus nicht die Abzählbar- 
keit jeder Menge aussagt; auch die Nichtabzählbarkeit ist ^hne Voraus- 
setzung der Zahlreihe nicht deflnierbar (vgl. 10, Anmerkung). Man 
mufl bei allen unseren Überlegungen darauf achten, daß man logische 
Beziehungen nicht in mathematische umdeutet. 
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Eaffemweiber oder zwisahen einer Henj^e 

iqnivalenton Menge Kngeln besteht, außer • 
D je zwei nebeneinander exiBtierende Mengen 
le Ordnung Irgendwelcher Art ohne die Zahl. 
Mathematik betrachtet, mit Aaaaahme der 
isolut homogene £lemente, die durch nichts 
allen veracbieden sind. Die Struktur dieser 
t fiiUe der Zahlmengen erforscht. 

iing des Bereiches der natürlichen Zahlen, 

t nur die natürlichen Zahlen beröoksichtigt, 
rir die Zahl nach allen Seiten charakterisiert 
gkeit der Erweiterung dieses Zahlbereiohes 
□. Man benutzt ja in der Mathematik auch 

die Null, die Brfl.ohe, die im&ginären, die 
ie Qoaternioneu usw. Da die Zahl, wie wir 
ichen Wirklichkeit vollkonunen unabhängig 
Begenstand ist, der eine eigene, selbständige 
. besitzt, so existiert alles, was in diesem 

durch widerapruchloses Bilden gefunden ist, 
D, bodenständigen Gegenstande, ganz gleich- 

und irgendwann einmal zu der sinnlichen 
hung gesetzt werden kann. Imaginäre oder 
exhtieren mit genau derseTbe» Bechtmäüig- 
hen Zahlen. Deshalb gibt es auch keine 
^reiche. Ist nur ein Gegenstand im Zahl- 
dann sind alle seine Gegenstände Fiktionen; 
iktion, dann sind alle keine Fiktionen. Was 

gesagt wurde, gilt selbstverständlich, ent- 
MB genau demselben Grande ancb vom geo- 

ieSen jene Zahlgebilde noch logische Probleme. 
r nicht weiter damit beschäftigen, weil es 

1 Wahrheiten der Wissen schaftstheorie der 
len gilt. 

nch gemeint, man müsse der Zahl jede Be- 
bt abstreifen, um die Erweiterung des Be- 
ganzen Zahlen vornehmen zu können. Das 
iwiS „hat die Behauptung 3 > — 5 mit 
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Qüantitätsvorstellungen nicht das geringste gemein, sondern be- 
deutet nur die Ordnungsbeziehung ^)". Aber sie bedeutet eine 
Ordnungsbeziehung im homogenen Medium der Quantität. 

. 33. Die Zahlen als freie Schöpfung des menschlichen Geistes. 

Zum Schlüsse dieses Kapitels wollen wir noch den oft benutzten 
Ausdruck besprechen, die Zahlen seien „eine freie Schöpfung des 
menschlichen Geistes^. Sind sie das nach unserer Auffassung? 

Der Ausdruck ist nicht eindeutig, nicht einmal bei seinem 
Urheber Dedekind. Einmal sagt Dedekind^), man könne bei 
der Betrachtung eines Systems von der besonderen Beschaffenheit 
seiner Elemente gänzlich absehen und lediglich ihre Unter- 
scheidbarkeit festhalten. Würde dieses System in geeigneter 
Weise definiert , dann hießen die Elemente Zahlen; ,,in Bücksiebt 
auf diese Befreiung der Elemente von jedem anderen Inhalt 
(Abstraktion) kann man die Zahlen mit Eecht eine freie Schöpfung 
des menschlichen Geistes nennen". Bedenkt man, daß Dedekind 
unter Element jeden Gegenstand unseres Denkens versteht^), so 
hat er mit den vorstehenden Worten in einer nicht ganz glück- 
lichen Ausdrucks weise das gesagt, was wir das Homogeneisieren 
der Gegenstände nannten. Dadurch entstehen aber nicht die 
Zahlen, sondern werden die Gegenstände nur zählbar. Sein Aus- 
druck paßt also hier nicht. Übrigens geben unsere Ergebnisse 
noch andere Bedenken gegen seine Worte an die Hand. 

Im Vorwort zur ersten Auflage der zitierten Schrift könnte 
man eine andere Auffassung finden, indem Dedekind die Zahlen 
deshalb als freie Schöpfungen des Menschengeistes zu bezeichnen 
scheint, weil sie rein logische Gebilde seien. Ist diese Deutung 
von Dedekinds Worten richtig, so paßt sein Ausdruck gerade 
dann nichts wenn die Zahlen solche Gebilde sind. Denn das Reich 
der Logik wird so wenig frei geschaffen wie die Welt der sinnlichen 
Gegenstände. 

Dedekind sagt weder hier noch anderswo ganz deutlich, 
wie er seinen Ausdruck verstanden wissen will. Wörtlich ge- 
nommen würde er besagen, daß die Zahlen nur von uns zu einem 
bestimmten Zwecke geschaffene Mittel^ nur Kunstprodukte sind, 



^) Voss, Über das Wesen der Mathematik^, S. 46, Anna. 

2) Dedekind, Was sind und was sollen die Zahlei^? ^ 1911, S 

3) Dedekind, a. a. O'. S. 1 f . 
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ider weoiger bequeme Mittel ersetzt werden 
2 Ausfühmngen wenden eich g^en diese 
. Die Zahlen sind auch ein Mittel, aber 
klicbkeit daa einzige, das notwendige und 
B das leistet, was ea leisten soll. Sie sind 
;tel, sondern sie bilden ein selbständiges 
zen, das wir weder schaffen noch zerstören, 

können. Selbst was von Subjektivem, 
ischem, Intuitivem an der Entwicklung 

hat, ist nicht frei gesohafien, sondern 
igen Beziehungen, auf dem Ordnungs- 
:eit, und kann deshalb nicht nach Belieben 

wir auch ^nen Ansdmck fassen mögen, 
in sollte ihn besser lassen, weil er von 



lie Geometrie nicht beschäftigt 

nnngsrauin. Wir geben zu dem anderen 
r Geometrie, über und fragen, ähnlich wie 
:bst, womit die Geometrie sich nicht be- 



[a£t sich erstens nicht mit dem Wahr- 
^ahmebmnngsraum ist der Baum, der 
littelbar bewuBt wird: Sebramn, Hörraum, 
larakterisieren einige von diesen Räamen 
len Menseben am besten bekannt, von der 
id für gewöhnlich der feiosten Ausbildung 
; begrenzt. Wir sehen nicht beliebig weit, 
überhaupt nicht, nach oben, unten, links 
jnze ziemlich eng. Ein Gegenstand im 
ader Lage gleichwertig. So ist z. B. eine 
it, kOrzer als hori^ntal; die Zahl 8, auf 
igt andere Gröfieuverh&ltnisse der beiden 
ig stehend«. Die üblichen Maße sind im 
r. Es ist sinnlos, die Sebgröße eines 
aben. Wohl gibt es quantitative GröCen- 
iraum. Man kann z. B. eine Sebgröße 
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doppelt so groß wie eine andere nennen; man si^ht aber sofort, 
daß solche Vergleichungen ziemlich unbestimmt sind. Der Hör- 
raum ist sehr wenig ausgebildet und weit enger begrenzt. In 
ihm gibt ßs zunächst nur Eichtungen, deren Feststellung aber 
sehr unsicher ist. Entfernungen gibt es bei ihm nur jnit Hilfe 
anderer Sinne. Dem Sehraum in der Ausbildung am nächsten 
steht der Tastraum. Er ist der begrenzteste Wahrnehmungsraum. 
In ihm gibt es die Erscheinung der gleichzeitigen Existenz des- 
selben Gegenstandes an zwei verschiedenen Orten. Man berühre — 
es ist das ein noch von Aristoteles herrührender Versuch — 
eine kleine Kugel zuerst mit den in gewöhnlicher Lage be- 
findlichen Fingern; Im Tastraum ist dann eine Kugel. Kreuzt 
man Mittel- und 2ieigefinger und berührt die Kugel mit diesen 
beiden gekreuzten Fingern, so sind zwei Kugeln im Tastraum> 
Sämtlichen Erscheinungsräumen ist es gemeinsam, daß sie einen 
absoluten Mittelpunkt haben, nämlich den Besitzer der be- 
treffenden Sinne. Es gibt also so viele Wahrnehmungsräume, als 
es empfindende Wesen und Sinne gibt, mit deren Empfindungen 
Räumliches verknüpft ist> und alle diese zahllosen Räume sind 
voneinander verschieden. 

Das genügt, um zu zeigen, daß die Geometrie sich mit diesem 
Raum nicht beschäftigt. 

55« Der physische Rauin. Die Geometrie befaßt sich zweitens 
nicht mit dem physischen Räume. Der physische Raum ist der 
Raum des Naturwissenschaftlers. Von ihm fragt er sich so wenig 
wie vom Körper, was er „im Grunde" sei; er ist für ihn eben der 
Raum, in dem das physische Geschehen vor sich geht. Genau ge- 
sagt: in dem er es vor sich gehen denkt Denn er sieht ^ hört, 
fühlt usw es im Wahmehmungsraum vor sich gehen. Aber der 
Wahrnehmungsraum ist kein Raum, den der Physiker brauchen 
kann, in dem er in seinem Sinne messen und Erfahrungen 
sammeln kann. Er ordnet deshalb den Wahrnehmungsraum zum 
physischen Raum. Es kann nicht anders, er muß das tun, sonst 
ist der Betrieb seiner Wissenschaft, sonst ist die Erforschung 
der physischen Natur unmöglich. So sind die Wahrnehmungs- 
räume Abbildungen, Transformationen des physischen Raumes. 
In den vielen Wahrnehmungsräumen erscheint uns der eine 
physische Raum. 
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rt die Ordnung der Wahrnehmungen vor sich v% 

Raum und Körper stehen für den Physiker im ^ 

enhang. Er kann den Körper nicht definieren 

lg einer hestimmten Eaumform. Das gilt auch '^ 

iie 'Leben. Eier wie dort wird gewöhnlich still- \ 

astimmte Baumform, von der wir noch sprechen 

atet. Ea geht dtyp nicht anders, und die meisten 

;ar nicht bewiiHt. Der Baum gibt den Dingen 

i gerade dadurch ist ea möglieh, aus den Diugen , 

erfahren. Wir wissen Ton der Struktur des 
li die Körper. Der physische Baum .ist also in 

Sinne ein Naturgegenstand, ein Erfahrungs- 
Q es die Körper auch sind, 
lun iMcht ersichtlich, daC die Geometrie eich 
ysischen Baume beschäftigt. Indem er Toraus' 
iiysische Baum sieb mathematisch besohreihen 
r Naturforscher das Uodell einer solchen Be- 
ar Geometrie, genau so wie er sich auch mit 

die Geometrie wendet, wenn er von seinen 

Inhalt oder sonst etwas berechnen will. Er ' 

■ geometrischen Baummodelle, das ihm zu seinem 
t den Wahrnehmungen an den Körpern am 
scheint, das sieb diesen Wahrnehmungen am 
t. Dadurch, daß er das tut, macht er eine 
ie metrische Struktur des physischen Baumes. 

die Wahrnehmungen nur ordnen lassen auf 
auBsetzung einer Baumform, können doch, je 
imehmungen sich der Ordnung und Deutung 
nmte Bauniform fügen oder nicht, in der £r- 
Eörpem auch Erfahrungen über die metrische 
uea gemacht werden. 

inge noch sehr viel müSTerstanden werden und 
Vorstehende noch einiger Erläuterungen bedarf, 
rte über die Erfahrungen gesagt, die man bisher 

1 Struktur des physischen Baumes gemacht hat. 
!> hinein hat der Physiker stets als Modell zur 
es Baumes den Baum benutzt, den die Scbul- 
loch zugrunde legt, nämlich den euklidischen 
ikteristikum dieses Baumes besteht darin, daQ 
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in ihm die Summe der Winkel eines ebenen Dreiecks gleich 2 B 
ist. Außer jihm gibt es noch zwei Arten von hier in Betracht 
kommenden Eaumen: bei der einen ist die Winkelsumme jedes 
ebenen Dreiecks größer als 2 B^ bei der anderen kleiner. Um wie- 
viel größer oder kleiner, hängt, außer von der Länge der Seiten 
des Dreiecks, auch von einer gewissen, für jeden dieser Räume 
charakteristischen Grröße (denk Erümmungsmaße) ab, die beim 
euklidischen Eaume gleich 0, bei den anderen Eäumen positiv 
oder negativ ist. 

Wie nun der Physiker das Modell für seinen physischen 
Eaum, das er sich aus diesen mathematischen Bäumen auswählen 
will, an der Erfahrung prüft, mag durch einen Vergleich erläutert 
werden. Wir denken uns eine Ebene und eine Eugel, die sich 

Fig. 3 




berühren. Fig. 3 gibt einen Durchschnitt. Der Radius der Kugel 
sei r. Um den Berührungspunkt sei auf der Kugel ein sphäri- 
sches Dreieck gezeichnet, dessen Winkelsumme bekanntlich stets 
größer als 2B ist. Denkt man sich die Kugel immer größer 
werdend, während die Seiten des Dreiecks gleich lang bleiben, 
dann werden sich diese Seiten immer mehr einer Geraden und die 
sphärische Fläche des Dreiecks immer mehr einer Ebene nahem, 
um so mehr, je kleiner der reziproke Wert 1/r wird. Ist 1/r = 0, 
dann ist die Kugel in die Ebene übergegangen und die Winkel- 
summe des Dreiecks ist 2B, Je kleiner 1/r wird, eine desto 
größere Fläche der Kugel wird annähernd eben; in der Figur 
sind aa, hb, cc stets größere Stücke, innerhalb derer Gerade und 
Kreis annähernd zusammenfallen. Will also ein Beobachter, der 
auf der Kugeloberfläche lebt, entscheiden, ob er auf einer solchen 
lebt oder nicht, und zu dem Zwecke ein Dreieck* auf seine 
Winkelsumme ausmessen, dann muß er um ein so größeres Dreieck 
nehmen, je kleiner 1/r ist. 

Analog ist es in unserem Falle. Alle bisherigen Erfahrunfiren 
haben gezeigt, daß der physische Raum nicht sehr viel von ei 
euklidischen Raum verschieden sein kann. Will man dich ' 
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meesan eines Dreiecka vergewissers, ob seine 
S abweicht, ob alao das Krammungemaß des 
hieden ist oder nicht, so muü man möglichst 
)□. Diese Äasmeaaungen sind in einem Fedle 
luß hat das geodätisohe Dreieck Hohenhages- 
nit den Seitenlangen von 69, 85 und 107 km 
nis war, daß die Abweichungen der Winkel- 
aefhalb der Versuchsfehler bleiben; es- ent- 
Astronomische Überlegungen haben dann 
enn der physische Eaum ein niohteuklidischer 
imungsmaB nur sehr wenig von verschieden 
rahl schwerlich hoffen dürfen, selbst durch 
■ößeren Dreiecken, als geodätische es sind, 
düng herbeizuführen. Sicherlich wird deshalb 
tischen Raumes nicht nur für das gewöhnliche 
h für die elementare Physik und die Technik 
»iben. Sein Vorrecht beruht auf seiner Eia- 
mlichkeit für die gewöhnlichen Bedürfnisse, 
he geometrische Raumformen, soweit sie nicht 
ir interessieren, gleichberechtigt, zur Ordnung 
1 benutzt zu werden. Wir schließen damit 
Bauch meint 1), ans der widerspruchslosen 
Existenz des Definierten. Die mathematische 
innen ist klar, eint andere gibt es für sie nicht. 
e an sich in deU Augen des Physikers gleich 
au Bauch auch nicht den geringsten Cirund 
ng anführen, daü nur die Anwendung der 
^irklichkeitserkenntnis ermögliche. Er mag 
— zum Teil durch seine Verwechselung von 
iachem Vorrecht zu dieser Meinung gekommen 
intliche Quelle seines Irrtums steckt in der 
g der „Gleichwertigkeit", die er so versteht, 
denselben Gegenstand der Erfahrung in dieser 
orm sehen könne. 

Verhältnisse bis in die jüngst« Zeit. Die 
t nun heute zu der Überzeugung gekommen, 

adieu sur Philosophie der exakten Wlasenschaften 
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daQ die Körper eine AbhÄDgigbeit vom Baume hw 
die Verwendnng der euklidischen BAumform i 
schrieben werden kann. Körper und Baum aind 
unabhängig voneinander, auch nicht für die enklid 
Aber die Abhängigkeit, die diese Baumfonn in i 
eben nicht mehr aus. Wir Bind gezwungen, an 
formen zurackzugreilen und entsprechend den 
Körper die passende zu wählen. Natorp^) hat 
die euklidische Kaamform die einzige Höglichkeit 
Bestimmbarkeit zeiträunü icher Verhältnisse ist; in: 
die Physik ruhig nicht nur nichteuklidisch, Sonde 
Innern der Sonne die Geometrie eines Baumei 
Krümmungsmaß, anderswo andere Geometrien ge 
Ob sich diese Ergebnisse alle halten werdei 
uns gleichgültig. Unsere Ausfährungen sollen u' 
machen, daß ob sich hier um physikcäische Problei 
dem Baume der Naturwirklichkeit bat die Geoi 
mindeste zu tun. Irgendwelche Erfahrungen uni 
die Struktur dieses Baumes berühren sich gar 
über all diesen Erfahrungen in der vollen ünab 
anderen Gegen standsbereiches. Wenn die Pbysil 
untersuchen und beschreiben will, muQ sie sieh 
von der Geometrie leihen. 

VL Womit sich die Geometrie bei 

36. Der Gegenstand der Geometrie. Dii 

scliäftigt sich mit den geometrischen O^enstäi 
Gerade, Ebeue, dreidimensionaler Raum usw. M 
diese Gegenstände auch den Namen Bäume einl 
Bäume dann nach ihren Dimensionen, ihrem 
ihrem Zusammenhang und nach anderen Gesich 
scheiden. GebOde wie Dreieck, Bechteck, Wftrf« 
entstehen durch bestimmte Beziehungen zwiscbei 

Da wir die allgemeine Charakterisierung 
der Geometrie schon früher (4) gegeben habei 
einige Bemerkungen. 

1) P. Natorp, Die' logischen Grundlagen dei 
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bat hervorgehoben, daß es zwar B^rifle von 
m gibt, daß sie aelbat aber keine Begriffe sind, 
inen Begriff des Hundes gibt, die Hunde aber 
d. Die Geomater wußten längst, vas' Punkt, 
treu und benutzten diese Gebilde ohne einen 
lang, eie begrifflich zu fasHen. ' Ob schließlich 
linwandfreie begriffliche Fassung von ihnen 
) Frage; vielleicht bleibt immer des Augustinus 
■ die beste: Wenn du mich fragst, so weiß ich 
1 mich nicht fragst, dann weiß ich es. . Diese 
ein Beweis dafür, daß'diese Gebilde keine Be- 
jenstände sind. Aus diesen drei Gebilden baut 
übrigen auf durch Konstruktion oder mit Hilfe 
ist aber, wie schon an anderer Stelle (11) her- 
nicht so zu verstehen, als oh die neuen Gebilde 
1 wftrden; sie werden nur dadurch gefunden. 
sehen Gegenstände existieren genau wie die 
ger Anzahl. . Das folgt allein schon aus dem 
iongruenz. Gewisse geometrische Verfshrungs- 
;sprechend gedeutet werden. Wenn ich z. B. in 
n Zwecke eines Beweises eine Hilfslinie ziehe, 
)reieck nichts Neues hiuzugefügt. Das.Hinzu- 
n der sinnlichen Wirklichkeit des Zeichenblattes 
sinnlichen mathematischen G^enstandsbereich 
h viele Linien, aus denen ich nur die für meinen 
leraussnche. Der Begriff eines geometrischen 
itiert nur einmal, oder besser, er ist einfach 
selbst da; derselbe Gegenstand aber ist beliebig 
dieser Sachlage teilweise schon früher durch 
sogenannten geometrischen Esiatenzprinzips 
n, ohne es recht begründen zu können. Wir 
wir dieses Prinzip zu einem mathematischen 
:weitem müssen und daß es seine Grundlage in 
it und dem Charakter (24) des Gegenstands- 
lematik findet. 

nogeneität im Bereiche der geometrischen 

r Begriff der Homogeneität ist in seinem ersten 
: deshalb schwer zu fassen, weil er fast nichts 



— 58 — 

mit dem Begriff der Hamogeneität zu tun 1 
GMimetrie zu benutzen pflegt. Man seirnt ' 
zweokmäüig oder nicht, ist uns gleichgOl 
mehrdimensionale Bäume homogen oder nid 
uuB Bind diese Bäume nichts als Oegenst 
Gebietes der mathematjschen Wirlclichlceit; 
für uns nicht in Betracht. Um das erste Uerk 
richtig zu verstehen, muß man sich Tielm 
halten, daS der Homogenntäts begriff das Ge 
geneitätsbegriffea darstellt. Das erste Merku 
bedeutet, daß zwischen zwei Gegenständen c 
zwei Baumblättern, zwei Menschen, niemals a 
stehtjwir können stets einExemplar einer Klaef 
Neues lehrt. Dagegen sind z. B. aUe Kreise v 
alle Ellipsen mit denselben Achsen, allgen 
- derselben Funktion und denselben Konstant 
gleich. Wir sind sicher, daß wir niemals 
Ereiaes von' bestimmtem Radius finden wei 
Neues lehrt. Und das gilt, weil ja alle Gegei 
in beliebiger Anzahl wirklich sind (36), vo 
Das erste Merkmal des HomogeneitätsbegriO 
ein anderer Ausdruck des mathematischen 1 
Heterogeneität macht Erfahrung möglich, ] 
jede Erfahrung vollkommen aus. Man darl 
darauf hinweisen, daß man doch beispiels' 
ohne Tangenten gefunden , also etwas Neue 
gelernt bat In diesem Falle hat uns nich1 
etwas gelehrt, was andere Exemplare nicht 1 
hat neue Klassen von Gegenständen entdeck 
Gegenstände mit derselben Funktion und ( 
unter sich absolut gleich sind. Wenn man 
heit geometrischer Gegenstände spricht, so 
Gegenstände nicht nebeneinander als Gebilde 
(Kongruenz) denken. Eine solche Gleichheit 
gewissen Bäumen der Geometrie, und unser 
schließt sie ein. Er sagt aber allgemein a 
Exemplar irgend eines geometrischen Gegens 
an dem wir nicht aUes studieren können, w 
der das Exemplar gehört, überhaupt zu stud 



iweite Merkmal des Homogeueitätabegriffes hier tof- 
D früher (30) kurz gezeigt worden und ist auch 
:keit emzuaehen. 

letrie und Zeit Die Frage der Beziehung zur Zeit 
:h hier, nur in einem etwas anderes Sinne wie bei 
Eis handelt sich n&mlich um das Problem, ob die 
Bewegungsbegrifl entbehren kann oder nicht. Wir 
Stelle imatande ea zu lösen. 

m zunächst fest: Selbst wenn die Geometrie den 
riff nicht entbehren kann, dann ist der B^rifi nicht 
r Geometrie, sondern nur Hilfsmittel. Die Zeit ist 
er G^enstaud der Geometrie noch ein Koment an 

Bewegung ebegriff erscheint restlos entbehrlich. - 
m zwar ohne Anstand in Beweisen benutzen und 
lerlegen, Verschieben, Drehen usw der Gebilde 
sind alles nur ans der sinnlichen Ansohanungs- 
ommene Bequemlichkeitsausdrücke. In Wirklich- 
i der Wirklichkeit des mathematischen Gegenstands- 
egt die Sache anders. Das Aufeinanderlegen z. B. 
s zum Nachweis der Kongruenz bedeutet hier, daß 
IS einen Dreiecks ein ihm gleiches nehme, was ich 
izistonzprinzips darf. DasDrebeneinesKoordinaten- 
, daß ich mir ein mit dem Ausgangs System gleiches 
gewünschten Lage auf Grund dieses Prinzips wähle, 
in anderen Fällen. Vorausgesetzt ist immer die 
gmenz definierte Homogeneität dee Mediums. Wo 
Bewegung in der Geometrie spricht, da handelt es 
im ein Anbequemen an unser Tan im physischen 
alb der mathematischen Wirklichkeit läßt sich das 
n auf die Benutzung des Homogeneitata- und des 
>s. 

JoantitSI im geometrischen Oegenstandsbereich. 

ität eine Kategorie im geometrischen Gegenstands- 
wohl zweifellos. Ebenso zweifellos aber auch, daß 
anderen Sinne als bei der Zahl ist. Bei der Zahl 
h um die reine Quantität, abgesehen von allen 
1 uestaltnugen. Bei den geometrischen Gebilden aber 



kommt die Quantität in einer ihrer spezifischen Äneges 
in Frage, in der räumlicben. Bänmlichkeit iet wie al 
Begriffe nicht definierbar. Wir wollen nur einige Momei 
heransheben, die zusammen die räumliche Quantität cbarab 
von den anderen Quantitäten scheiden. £a sind die fi 
1. Daa eigenartige undefinierbare räumliche Auseinai 
zeitliche Eontinunm bat das Nacheinander, der Zahlbe 
Nebeneinander). 2. Sletiglceit. Hier besonders muO i 
Beziehung zur Anschauung und Voratellung fernhalten. 
Anschauung ist fließendes Wasser auch lückenlos. Stet: 
deutet, wie wir schon wissen (26), den AusscblnO jeder Di 
jeder GeteOtheit oder Zusammen gesetatheit, der Dotwi 
weil jede Biskretbeit Grenzen bedeutet, ea aber niemals 
des Raumes, sondern nur Grenzen im Baume gebi 
3. TeilbarkeÜ. Nicht aUe stetigen Quantitäten ermögl 
Teilbarkeit, z. B. die des Psychischen nicht Es bat kei 
die Intensität der Empfindung eines Toifes oder Lichtes 
oder sie sich zusammengesetzt zu denken. Auch die 
gewisser physikalischer GröSen gehört zn denjenigen, 
Teilbarkeit ausschließen. Von Teilen der Dichte, der Te 
des elektrischen Potentials zu reden, ist beispielsweise 
ohne Sinn. Daß in allen diesen Fällen kein Messen im eij 
Sinne möglich ist, ist klar. Daninf können wir nicht i 
gehen. 

Auch hier ist die räumliche Quantität nicht Gegen 
Geometrie, sondern Gegenstand sind die geometrischei 
und studiert werden ihre Beziehungen, die durch die Fi 
der räumlichen Quantität ermöglicht sind. 

40, Geometrie und Anschauung. Wie die rorbei 
Betrachtangeu zeigen, besitzen die geometrischen Gei 
nicht nur alogisches Uaterial, sondern sogar noch mehr < 
Material als die Zahl. Nun hat man aber in einer gani 
Weise versucht, den rein logischen Charakter der Geo 
erweisen. 

Die Grundgebild« der gewöhnlichen, in der Schale 
Geometrie bilden die Gmndgebilde nullter, erster nu' 
Stufe: Punkt, Gerade, Ebene. Diese Grandgebilde b 
ziehnngen zueinander, z. B.: zwei voneinander verscbiedei 
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Gerade; wenn A, B, C Punkte einer Geraden 
A und C liegt, so liegt B auch zwischen C 
sämtlichen Beziehungen gibt ea welche, wie 
in genannten, die sich nicht beweisen lassen, 
dr unmittelbar einsehen. Wir nennen sie 

nun alle dieBS Axiome, bringt sie auf den 
und sieht zu, daß kein Widerspruch unter 
bat man in ihnen und den Grundgehilden die 
knibau der Geometrie. Nun ergibt eich aber 
iß die Grnndgebilde durchaus nicht Punkt, 
gewöhnlichen Sinne zu sein brauchen. Es 
rten von Gegenständen zu sein, auf die die 
lainerter Form Anwendung finden können. 
, Beispiel^). Wir nehmen das erste vorhin 
sieben daraus die Folgerung, daß zwei Gerade 
oder keinen Punkt gemeinsam haben. Nun 

Als Grundgebilde seien eine Menge aus zwei 

Menge ans zwei weiÜen Kugeln gegeben. 
ze Engel darf beliebig viele weiße berühren, 
er die beiden schwarzen dürfen gemeinsam 
ihren. Daraus folgt dann, daß die beideu 
eder nur eine oder keine schwarze Eugel 
können. Man sieht: unter den Grundgehilden 
veiter Stufe kann man sich denken, was man 
^enstände nur in den Beziehungen, in denen 
e stehen, dann ist der Aufbau der Geometrie 
gehilde nnllter Stufe kann man z. B. den 

oder auch das System von drei geordneten, 
ten Reihenfolge genommeneu Zahlen nehmen. 
Igen, daß die Geometrie von der Anschauung 
ß sie also eine rein logische V^ssenschaft ist. 
1 sagen? Ich möchte nun auch glauben, daß 
) System der Geometrie ohne Anschauung 
'enn auch die Anschauung bei der Bildung 

Geometrie eine große Rolle gespielt hat und 
in Geometrie aus didaktischen Gründen not- 

Qstadt, Handbuch des mathemati»cheTi Unter- 
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» 

wendig spielen muJ}. Auch als Stimulans, als Hilfsmittel bei der 
Forschung ist sie für manche unentbehrlich; es gibt Mathematiker, 
die bei den abstrakten Überlegungen der Zahlentheorie an- 
schauliche Hilfen brauchen. Aber schon bei den Gfrundgebilden 
im gewöhnlichen Sinne ist die Anschauung unmöglich. Einen 
Punkt, wie die Geometrie ihn fordert, eine unendliche Gerade» 
zwei Parallelen gibt es in der Anschauung nicht. Erst recht nicht 
komplizierte geometrische Gebilde, z. B. stetige Kurven, die 
nirgends eine Tangente haben, oder Kurven, die in einem endlichen 
Intervall unendlich viele Maxima und Minima besitzen.' Wohl 
kann eine Art von ungenauer Vorstellung oder eine Zeichnung* 
Stellvertreter oder Symbol für viele geometrische Gegenstände 
sein. Selbst wenn wir aber auch die Anschauung ganz aus der 
Geometrie verbannen, ist die Geometrie keine rein logische 
Wissenschaft. 

Erledigen wir zum Beweise zunächst den Fall, auf den wir 
noch in anderem Zusammenhange zu sprechen kommen, wo 
nämlich die Geometrie analytisch aufgebaut wird (42). Hier 
handelt es sich um Zahlen. Zahlen enthalten aber, wie wir wissen, 
alogische Momente. 

Dazu kommt noch, daß das Räumliche dabei nur formell 
ausgeschaltet ist. Warum nimmt man die drei Zahlen gerade in 
dieser Ordnung? Zahlen sind doch schon an sich geordnet. Warum 
darf man diese Ordnung nicht ändern? Warum ist gerade diese 
und keine andere Funktion die Entfernung? Es stehen doch be- 
liebig viele Funktionen zur Verfügung. — Das alles hat nur dann 
einen Grund und einen Sinn, wenn diese Art, Geometne zu treiben^ 
implizite das Dasein der räumlichen Gebilde voraussetzt und sie 
tatsächlich, wenn auch nicht ausdrücklich, nur beschreibt. 

In sämtlichen anderen Fällen wäre die Geometrie rein logisch, 
wenn die Grundgebilde rein logische Gegenstände wären. Daß sie 
das nicht sein können, ist nach dem Früheren klar. Im rein logi- 
schen Medium gibt es keine drei Klassen von Gegenständen, sondern 
nur einen Gegenstand, der die einzige Beziehung hat, daß er mit 
sich selbst identisch und von anderen verschieden ist. Die Un- 
anschaulichkeit der Geometrie besagt also auch hier keinen rein 
logischen Aufbau. ^ 

Ja sie besagt hier nicht einmal die Ausschaltung alles K ' 
liehen aus dem System der Geometrie. Wenn auch Punkt, Ge» 
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Ebene der gewöhnlichen Geometrie nicht anschaulich sind, so be- 
sitzen sie doch räumlichen Charakter. Bisher hat man noch in 
keinem Falle des Aufbaues einer Geometrie von allem Eäumlichen 
in den Grundgebilden und infolgedessen auch bei ihren in den 
Axiomen ausgedrückten Beziehungen abstrahieren können. Sollte 
das aber einmal restlos gelingen — und es ist nicht einzusehen, 
warum nicht — , dann hätten wir keine Geometrie mehr, sondern ein 
JKapitd der BekUiGnstheorie, das zur Geometrie würde, wenn die 
Fundamente der Relationen räumlichen Charakter abnähmen. Das 
Torhin benutzte Beispiel läJSt sich leicht in diese allgemeine Form 
bringen. Gegeben eine Menge 1 mit n, eine Menge 2 mit n' Ele- 
menten (w' ^ w / 2). . Jedes einzelne Element der einen Menge 
kann mit beliebig vielen der anderen in Relation stehen. Zwei 
Elemente der Menge 1 können« aber gemeinsam nur mit einem 
Element der Menge 2' in Relation stehen. Dann folgt, daß zwei 
Elemente der Menge 2 gemeinsam nur mit einem oder mit keinem 
Element der Menge 1 in Relation stehen können. Wie man sieht, 
ist diese Aufgabe unschwer mit Hilfe der Elassenrechnung der 
Logistik zu lösen, gehört also in die Relationstheorie. 

Ein äußeres Zeichen dafür, daß wir hier und in analogen 
Fällen in einem anderen Wissenschaftsgebiet sind, sehen wir darin, 
daß das, was bei den räumlichen Grrundgebilden ein Axiom war, 
hier eine willkürliche Festsetzung ist. 

Die ideale Geometrie im Sinne der Axiomatiker wäre demnach 
aufgebaut auf einem Tripel unbestimmter Elemente, zwischen 
denen Beziehungen walten, die durch die denkbar größte Ver- 
allgemeinerung der zwischen den elementar-geometrischen Grund- 
gebilden herrschenden Beziehungen gewonnen sind. Entsprechend 
könnte man aus der Logik ein Stück Werttheorie machen. Es 
liegt aber ganz sicher im Interesse der Wissenschaften selber, daß 
solche Grenzverwischungen vermieden werden. Genau so gut, wie 
man nur das Algebra nennen sollte, was auf der Zahl aufgebaut 
ist, sollte man auch nur dann von Geometrie reden, wenn die in 
Beziehung gesetzten Elemente ideale rätmliche Gegenstände sind. 

4L Geometrie und physische Wirklichkeit. Wie ist die An- 
wendung der Geometrie auf die physische Wirklichkeit möglich? 

Die sinnlichen Gegenstände, auf die Geometrie angewandt 
jn kann, besitzen mit mehr oder weniger großer Annäherung 



^ die Form von geometrischea GegenatäDden. Es lieg 
eigentümliche Miachaug der Heterogene! tat des ainnli< 
mit der Homogeueit&t dee geometriechen insofern voi 
liehen Gegenstände sIb Umfange mit nicht immer 
mit nicht nnüber sehbarem Inhalt betrachtet werden 
Man braucht also die Heterogeneität im sinnlichen 
teilweise aufzuheben, um die Anwendung der Geo 
möglichen. Das EomogeneiBieren, das hier nötig is 
Homogeneisieten im relativen Sinne. Wo die Za 
wferden soll, muß absolut homogen eieiert werden, 
Heterogeneität abgestreift werden, soweit das über! 
ist, so daß die Gegenstände nichts anderes mehr i 
Stellen im homogenen Medium. Die physischeü Geg 
also mit den geometrischen oSqnbar näher „verwt 
der Zahl. 

. 42. Arifhmetisierang der Qeometrie. Die nähei 
sohaft" zwischen geometrischen Gebilden und phys 
ständen legt den GedaDben nahe, die Geometrie als 
gebiet der Zahl aszueehen, d. h. man betrachtet di< 
Gegenstand der Mathematik und sieht in der Geometr! 
Mathematik. Diese Aritbmetisieraug der Geometrie, 
iu (40) streiften, gewinnt beute immer mehr Ltebha 
Mathem atikem. 

Wer analytische Geometrie versteht, wird siel 
zurechtfinden; nur muß er beachten, daß mit dei 
Geometrie eine Wendung vorgenommen wird. Ich { 
Probe die Ansätze für einen bestimmten Fall. 

Ein System von drei geordneten, d.h. in ihr( 
nicht vertauBchbaren Zahlen x, y, e ist ein Funkt. ] 
den Unterschied von der analytischen Geometrie. 
nicht einen Punkt durch drei Zahlen dar, sondern ii 
dieser drei Zahlen ist alles enthalten, was die euklidis 
vom Punkte voraussetzt. Die Entfernung zweier Pui 
a;,, j/j, «,) ist ^___^_^___^^^__^__ 

Die Ebene ist dar Inbegriff aller Zahlentripel x 

a« + 6^ -{- CS + Ä = 



Gleichung 



, wo a, b, c, d numerische Eoeffizienten sind , dia nicht 
seitig Nnll werden därfen. Die Pnnkte, die zwei Ebenen 
i haben, bilden eine Gerade. Die x, y, s der Gleichungen 

OiX + b^9 + Cjü + dl = 

aja; + ist/ -{- c^e -{- d, ^ 
9ine Gerade. Der Inbegriff aller Punkte ist der Raum 
Dimensionen. Jtder Baum (36) ist also eine Punkt- 
ügkeit. 

1 man n geordnete Zahlen nimmt und komplexe Zahlen za- 
man die gröSte Allgemeinheit dieser Geometrie erlangen, 
larf aber einen wichtigen ünterachied hier nicht ikber- 
iB ist wohl der ToUkommenste Anfban der Geometrie 
natische Zwecke, der möglich ist. Logisch aber sind die 
hen Gebilde einer Gruppe von G^enständen, die als eine 
;e, eindeutig und nnabhängig von den Zahlen definierte 
ben die Zahlen tritt. Alles, was der Mathematiker von 
icht, kann er in vollkommenster Waise durch die Zahl 
I. Aber damit sind sie nicht vollständig charakterisiert. 
1 diesen Unterschied an dem Begriff der Stetigkeit er- 
Jir hörten schon mehrmals, daß die Stetigkeit ein letzter, 
:ändig deutlicher Begriff sei, der jede Geteütheit, jede 
gesetztheit, jede Uannigfaltigkeit, jede Struktur aus- 
Nur wenn man den Raum als Pnnktraannigfaltigkeit 
man fragen, wie diese Uanniglaltigkeit struktnricrt ist. 
matiker kann aut diese Weise das, was er besonders 
wendnng seiner Wissenschaft auf Stetiges braucht, ein- 
ichreiben, aber das Wesen des Stetigen bat er damit 
I rieben. 

logischen Standpunkte aus zerfällt also die Mathematik 
li selbständigen Bereiche der Algebra nnd Geometrie, 
ematiachen Standpunkte, ans kann die Geometrie als 
e Mathematik angesehen werden, nur in einem ganz 
ane angewandt, als wenn es sich um die Beziehung des 
les zur Wirklichkeit handelt. 

Die Qewißheif der Mathematik. Die Mathematik bat 
listen anderen Wissenschaften den Vorzug voraus, daß 
» Scblaase mit absoluter Sicherheit ziehen kann. Worin 
Gewißheit begründet? 

Q^eDiUnd der Usthemiitlk 5 



^ 
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Sie kann nicht au der axiomatiBchea Natur 
liegen, wie uils die Kntik der axiomatischen 
Geometne (40) gelehrt hat Denn einmal wird e 
Wissenschaft geben, die keine Axiome nötig Iw 
hangen die Aussagen, die die Axiome enthalten, vc 
der Gegenstände ah, mit denen sich die Wi 
schaftigen 

Wir finden den Grnnd für die Gewißheit 
wenn wir nach Wissenschaften Buchen, die die i 
gewahren, und dann die Übereinstimmungen zwii 
standen dieser Wissenschaften abheben Als einz 
von gleicher Gewißheit stellt sich die Relationsth 

Die Belationatheone studiert das Symbol R 
welchem Medium hegen dabei die Fundamente 
also die a, b, e ' Das Medium muß ofEent 
Stollen oder Gegenstände haben, die die Relation 
Buchstaben belegt Diese Belegung mit Bach 
eigenartige logische Struktur, die wir uns au de 
fahren der Algebra klar machen können Wir 
raerkung), daß die a, (>, c lu der Algebra kein 
sind Sonst konnten nicht in demselben Ausdruc 
Stäben vorkommen, von denen jeder nicht den 
anderen bezeichnet Ich kann nicht den Begnf 
und darunter alle Hunde mit Ausnahme von „] 
Die Buchstaben der Algebra sind gleichzeitig 
konkret Es liegt in ihnen eine eigenartige Miscl 
geneitat und Heterogeneitat a bedeutet jeiie Zahl 
ihrer konkreten Bestimmtkett In dem „jede" he^ 
in der „konkreten Bestimmtheit" das heterogene 
Homogeneisieren der Algebra ist natürlich ein 
von maihemainchen Gegen st anden , es ist nicht 
sieren, das die Mathematik bei ihrer Anwendung 
Wirkhchkeit vornimmt, aber von demselben logi 

Was nun die Algebra mit den Zahlen der Z 
tut die Eelationstheone mit den Gegenständen 
ihren Buchstaben, trotzdem sie nicht dasselbe l 
der Algebra, liegt auch eme Mischung von AI 
Eonkretheit Die Allgemeinheit entsteht durch das 
in dem Sinne, in dem wir es früher (29) kennen 



Vergleiche diejenigen des Relfttions- nnd 
zn dem letzteren gehört ja auch der Qt 
mögen dabei u. a. die Fragen offen bleibi 
nach (5) nicht noch zerlegt oder anderB 
nnd ob die Heterogene! tat wirklich eine 
3 ist (30). 



VIl. Ob die Relativltatsthet 
zur Geometrie m 

45. Ke Entwicklung der Relalivitl 

wir in den voraufgeganganeD Kapiteln di 
matik in sich und in seinen UnterBchiedc 
der anderen Wissen Schäften, im besonder« 
kennen gelernt haben, sind uns die Mit 
am eis Problem vom allgemeinen Stand] 
durch die Relativitätstheorie entstanden 
matik mit berührt. Ein kurzer Blick i 
Relativitätstheorie mag uns bis an das F 
Auch die klassische Mechanik kann) 
das sie dahin formuliert, daß die mechantt 
über der G&Iilei-Transformation invarian 
optischen Versuche von Michelson und 
sehen von Trouton und Noble führt» 
dieses phor onomischen Eelativitätsprinzi' 
den Credanken an, da£ alle Naturgesetze 
auf welches von zwei relativ zueinander in 
Bewegung befindlichen Koordinaten systei 
gen bezogen werden. Nimmt mau dazu ( 
die MichelaoQ-Morleyschan Versuche 
daß die Lichtgeschwindigkeit in allen SyE 
sei, so hat man den Inhalt der Einste 
tivitätatheorie, der sich exakt so aussprecl 
Naturgesetze sind invariant gegenüber det 
Ans dieser Theorie fliellt die Belativitä 
mesBungen; jede gemessene Baum- ode: 
Bewegungszustand des Bezugssystems ab 
steckt aber schon der Keim zur Weiteren! 
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iradltü ig -gleichförmig bewegten Systeme vor den be- 
)ewegteD bevorzugt sein? In dieser Einschränkang 
Unbefriedigendes, Der Relativitätsgedanke selber 
Verallgemeinerung. 

iden, auf dem diese Verallgemeinerung möglich war, 
Eperimentelle Ei^ebnis, daß träge und schwere Masse 
d. h. dnrch dieselbe Zahl ausgedrückt werden. Indem 
auf Grund dieser Erfahrung das Äquivalenzprinzip 
osach man die beobachtete Beschleunigung eines sich 
asaenen Körpers beliebig als Trägbeitswirkung oder 
ionswirkung deuten kann, kam er zur allgemeinen 
iheorie, nach der die allgemeinen Naturgesetze gegen- 
eliebigen Transformation invariant sind. Diese Theorie 
von der euklidiscbeu Maßbeatimmung abzugehen. Nach 
jeder Ort des Raumes im allgemeinen ein anderes 
maß, das von dem Gravitation späten tial an dem Orte 
b, ohne daß der Baum als Ganzes dadurch eines ein- 
rOmmungsmaßes zu entbehren braucht. 

lysik als Qeometrie. Danach sind also Raum, Zeit 
I zu einer nnaullÖBÜchen Einheit verbunden. Ins- 
ind Raum und Materie antrennbar verknüpft. Von 
ur des Baumes kann man ohne Berücksichtigung der " 
it reden. Die Mat&rie gibt gleichsam dem Baume seine 
Die MaJ] Verhältnisse dea Raumes beschreiben heißt 
die Materie beschreiben. Hier stehen wir vor dem 
s die allgemeine Relativitätstheorie uns vorlegt. Wird 
eder, der die Struktur des Raumes mathematisch dar- 
i gleichzeitig auch die Materie erfaßt haben? Ohne 
jeder, der den Raum der Naturwissenschaft mit dem 
an Raum gleichsetzt (35), vom Standpunkte der Rela- 
ie aus wegen jener £inheit Raum -Zeit -Materie die 
der Geometrie identifizieren. Dieser Zusammenhang 
.r in den meisten F&llen vorzuliegen. So bei Hilbert, 
^'), daß durch seine Gruodgleichungen „allgemein 
iührung aller physikaUsohen Konstanten auf mathe- 
inatanten möglich sein muß ^ wie denn überhaupt 
öglichkeit naherückt, daß aus der Physik im Prinzip 

ilbert, Göttinger Nachrichten 1815, S. 407. 
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eine Wissenscbaft von der Art der Gaometrie 
WeyU). Trotzdem es S. 83 so aussieht^ ata ob 
sehen Baum scharf vod dem „wirklichen" Ranme 
sie ihm später (S. 174, 237) wieder zusammenzul 
behauptet, daß die Geometrie heute von der F 
wird. Wean man bedenkt, daß es einen ai 
Grund für die Gleichsetzung von Physik und 
der Auffassung der Geometrie als der Lehre i 
nicht gibt und eigentlich nicht geben kann, 
großer Wahre cheinliohkeit vermuten , daß diesf 
aolchen Fällen dahintersteckt, wo, wie in d 
sprechenden Darstellung von Haas, der Gedanki 
grundgelegt erscheint, und daß nur ein aekundi 
eigentümlichen Keiz dieser Auffassung liegt, d 
solchen empfunden wird, die imstande sind zu f 
Kraft die Mathematik innerhalb der Relativitäta 
beherrscht. 

A. Haas hat für diese Identißzierung eii 
druck gegeben. Schon Biemann hatte gefund 
Verhältnisse in einep Mannigfaltigkeit von beü 
durch eine (zehnkomponentige) Tensorgroße bi 
man metrischen Fundamentalten sor nennt. Das 
damit in ihr eine Geometrie möglich sei. Da 
jede Stelle eine (vierkomponentige) Vektorgröße 
wir mit Haas den Maßstabvektor nennen woli 
führt die allgemeine Reiativitätatheorie alle { 
scheinungen auf die Existenz zweier räumlich 
sammenfallender Felder zurück, eines elektromi 
und eines Gravitationsfeldes. Das elektroma; 
vollständig durch das elektromagnetische Vierer] 
das Gravitationsfeld vollatändig durch die 
Tensorgröße des Gravitationspot«ntials. Es iel 
ein naheliegender Gedanke, den physikalischen 
tations potent? als mit dem mathematischen Eegi 
Fundamentaltensors and den pb7sikalischen B 
magnetischen Potentials mit dem mathematisc 
Vektors zu identifizieren. Auf diese Weise ko 



') H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 19IE 



— 71 — 

i in einen unlösbar engen. ZueammenhaQg. Die Physik 
rie. Beide Wissenschaften unterscheiden sich jetzt wie 
liedene Sprachen, deren man sich zur Schilderung eines 
ben Gegenstandes bedient. Die Naturgesetze werden 
■isehen Notwendigkeiten, 

ie empiriscbe Grundlage der RelafivitStstheorie. Diese 
', ist bestechend. Aber sie steht zunächst im Widerspruch 
ilatiritätstbeorie, deren Entwicklung deutlich die auch 
ein selbst und von anderen immer betont« empirische 
der Theorie aufweisen kann. Die allgemeine Rela- 
irie ist nur möglich auf Grund der Identität von träger 
rer Masse (45). Diese Identität ist eine notwendige 
z aus der Theorie. Wäre sie nicht vorhanden, dann 
'heorie falsch. Daß sie aber vorhanden ist, ist eine 
!r Erfahrung, die sich niemals aus geometrischen Über- 
leduzieren läßt. ' 

cann des weiteren darauf hinweisen, daß der Wert, den 
magnetische Potential und das Gravitationspotential in 
ebenen Punkte der Wirklichkeit haben, nicht geome* 
ileitet, sondern nur erfabmngsgemäfi bestimmt werden 
Lus ersieht man, daß in jener Identifikation der mathe- 
und physikaiischen Tensor- bzw. Vektorgroßb, die Haas 
doch etwas Richtiges liegt. Es ist das die Erkenntnis, 
1 Komponenten dieser Größen Physik und Mathematik 
ren. Wenn man eine Mannigfaltigkeit zur Beschrei- 
laturwirklicben Verhältnisse benutzt, so sind die Werte, 
smponenten dann annehmen , ausschließlich empirisch 

ie gegenstandstheorelische Scheidung von Physik und 

Dieser Nachweis, daß die Physik tatsächlich keine 
ist, genügt dem Physiker. Der Logiker aber möchte 
ifschluß haben, und der liegt in unseren bisherigen 
ingen, die lehren, daß jene Gleichsetznng unmöglich ist. 
sei betont, daß es für unsere Zwecke gleichgültig ist, ob 
langen der Heiativitätstheorie in allen Punkten richtig 
licht. Gegen die Folgerungen, die aus der engen Ver- 
ven Raum und Materie über den Charakter der Physik 
irden, wenden sich unsere Überlegungen. Aber auch 
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nur dagegen. Sie lassen alle anderen Gedanken 
theorie unberüLrt, ohne ihnen damit beizupflichl 

Wenn nun die Physik Geometrie ist, wenn d 
Gesetze geometrische Notwendigkeiten sind, wie 
Gegenstiode beschaffen sein, mit denen die Physik 
Offenbar so, wie alle Gegenstände der Geometrie 
ideale, zeitlos seiende Gegenstände sein. Wir wie 
solchen Gegenständen, wenn sie im qaantitatiTei 
Geometrie im üblichen Sinne möglich ist. 

Wie sind aber die Gegenstände beschaffen, 
Wirklichkeit untersucht und mit denen sie sich il 
befaßt? Gegenstand der Physik ist und kann i 
schnitt ans der sinnlichen, zeitlich seienden Wir 
kann sich eine physikalische Theorie sehr weit toi 
keit entfernen; aber sie ist anfgestellt einzig um 
Wirklichkeit willen. Von sinnlichen Gegenstände! 
kaiische Arbeit aus und zu ihnen kehrt jede phj 
zurück. Auch die Belatiritätstheorie. Mag sie av 
Gipfel auch noch go eindringlich behaupten, dal 
den letzten Schatten physikalischer Gegenständ 
hätten, sie ist doch letzten Endes nur gebaut, 
und Zeit bestehenden Dinge zu verstehen. Sinnl 
sind der Anfang und das Ende alter Physik. Die 
Begriffe nach Erfahrungswissenschaft. 

Physik und Geometrie haben also Gegensl 
voneinander verschieden sind, so völlig verschiec 
gerade das Problem entsteht (41): Wie ist es 
trische Gegenstände physikalischen Gegenständ 
Es ist deshalb auch gegenständ stheoretisch ant 
Physik Geometrie sein kann, wenn man nicht i 
Worten etwas ganz anderes bezeichnen will, als 
Schäften der Physik and Geometrie ihrem Begrit 

Woran liegt es nun eigentlich, daß man die tc 
beit der physikalischen und geometrischen Geg< 
ständig übersehen konnte? Der tiefste Grand ist 
der beklagenswerten Grenzver wisch ung zwischen 
Logik, die wir früher behandelt haben. Man i 
Wissenschaften viel zu wenig gewohnt, sich üt 
Struktur Bechenschaft zu geben, und läßt sich inj 



g GedaDkeu zu BehauptuDgen bewegen, die 
;ung mit der Wissen achaftstheorie aU Irr- 
e. 

ie als Physik. Die gegenseitige Abhängig' 
[aterie ist ein Motiv von gleicher Beizkraft 
jnng auch für den mngetBhxton Gedanken, 
sik zu machen. Es wundert einen fast, daß 
chluQ daran so selten aufgetaucht ist. Han 
mden Ausführangen von Max Born finden >). 
ijsik die Lehre von den Beziehungen räum- 
1, d. h. der Schnitt- oder Berührungspunkte 
der Minkowski weit, n^io logische Ver- 
hungen ist die mathematische Theorie; mag 
sein, ihr letzter Zweck ist immer, die tat- 
Eoinzidenzen als denknotwendige Fo^en 
und Grundsätze darzustellen. Manche Aus- 
»n treten in der Form geometrischer Sätze 
B eine auf die wirkliche Welt anwendbare 
i Sonderstellung vor anderen Zweigen der 
Schäften. Ihre Begriflsbildungen sind in 
das tatsächliche Verhalten der natürlichen 
wie die Begriffe anderer physikahsoher Ge- 
lugssteilung können wir der Geometrie nicht 
jhauptuug von der ahsolut exakten Gültig- 
nen wir vom physikalischen Standpunkt aus 
unterlegen. Die Gegenstände der tatsächlich 
le angewandten Geometrie sind also diese 
t bestimmten Gesichtspunkt aus betrachtet." 
iiese nicht eben klaren Worte Borns anders 
ten, so ist doch verständlich, daß an sich 
hhrungs wissen Schaft genau so eng an Jenes 
ätstheorie gebunden ist wie die Physik als 
gkeit. Auf dem Standpunkt der Belativitäts- 
lUB der Identifizierung von physischem und 
1 nichts weiter als die Wesenseinheit von 
I. Diese Einheit kann nun ahar auch so 
jh die Geometrie zur Physü, also zu einer 

elativitatsthoorie Einsteins, 1930, S.2ieff. 
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Erfahrungßwissenschaft würde. Währei^d man früher glaubte, die 
Eigenschaften „des" Raumes aus Axiomen ableiten zu können, 
zeigt ja heute die Relativitätstheorie, daß diese Eigenschaften von 
der Materie bestimmt, also empirisch auffindbar sind. Wir haben 
demnach keinen Anlaß, eine der beiden Wissenschaften zu bevor- 
zugen. Wer die Geometrie als die Wissenschaft von „dem Raum" 
und „den räumlichen" Dingen ansieht, der hat die WaM: er kann 
die Geometrie empirisch oder die Physik geometrisch machen. Es 
gibt keinen Grund, der ihn hindern könnte, jedes von beiden zu tun. 

'^Wir haben hier den merkwürdigen Fall, daß zwei logische 
Folgerungen gleichberechtigt und doch völlig einander widersprechend 
sind. Darin liegt der deutliche Hinweis, daß beide unrichtig sind. 

Pm diesem Schluß zu entgehen, könnte man sagen, daß Physik 
und Geometrie zu -einer neuen, dritten Wissenschaft verschmelzen. 
Aber diese neue Wissenschaft müßte dann von jeder der beiden 
Komponenten etwas besitzen; es müßte also jede dieser Kompo- 
nenten etwas aufgeben. Was geben sie denn nun auf? Da sie 
nur aufgeben könnten, worin ssie verschieden sind, so kommen wir 
wieder auf den alten Standpuö]?:t : gibt die Geometrie die Not- 
wendigkeit preis, so wird sie emj^irisch; gibt die Physik den 
empirischen Charakter preis, so wird sie geometrisch. Eine Wissen- 
schaft, die gleichzeitig notwendig und empirisch wäre, ist un- 
möglich. Der Ausweg ist also keiner. ^ 

Nun ist ja schon vor der Relativitätstheorie, z. B. von 
M. Pasch 1), versucht worden, die Geometrie als Naturwissenscl^aft ,| 
durchzuführen. Aber dabei gleitet sie ent\<^eder unmerklich in die . 
übliche Geometrie über oder sie bleibt di(^ primitive Geometrie 
des praktischen Lebens. \ 

Der Grund wird ersichtlich, wenn man dife Frage der Möglich- 
keit einer Auflösung der Geometrie in Physik gtenau so untersucht, 
wie es mit der umgekehrten Frage geschehen is^* durch unvorein- 
genommene Betrachtung der Gegenstände, mit denen Geometrie 
und Physik sich tatsächlich befassen. Die Untersuchung ist eben 
in dieser Schrift angestellt und hat gezeigt, wie*", diese Gegen- 
stände in so völlig verschiedenen Bereichen liegep, daß eine " 
Zurückführung der von ihnen her bestinamten Wissenschaften 
aufeinander unmöglich ist. ^ 

^) M. Pasch, Vorlesungen über neuere Geometrie, 188! 
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! Induktion in der Mathematik 

It- Umfang -Relation. Während die bisher be- 
Q Auffassungen den Gegen stand der Mathematik 
lereich stellen wollen, veraucht eine andere An- 
bewnßt, aber tataächlich, ihn dem Erfahrungs- 
len Gegenstände znznteilen, indem sie im Be- 
itik die Induttiott wiederfinden will. Wir wollen 

überzeugen, daß die Induktion in diesem Be- 
Qg hat. 

:ke definieren wir zuerst, was unter Induktion 
Wir ziehen einen Induktion 8 schluß, wenn wir 
ron Verknüpfungen unter gewissen Bedingungen 
tkeit dieser Verknüpfungen achließen. Welches 

sind, ist uuB hier gleichgültig. Es könnte nun 
Iteaer Schluß auch anf mathematischem Gebiete 

sei. Warum dürfen wir a. B. nicht aus der 
nüpfung, daß jede gerade Zahl, die wir kernten, 
ireier Primzahlen darstellen läßt, auf die Not- 
<en? Aber es iat ein instinktives Gefühl, das 
von diesem Schlüsse zurückhält. Vielleicht ist 

des Umstandes, daß ein Induktionsscbluß nur 
t, keine Sicherheit gewähren kann, währänd die 
heit verlangt. Vielleicht ist es auch das Gefülil, 

in dieses Gebiet nicht hinein paßt, daß dieser 
alle der Mathematik doch total verschieden sind 
die Induktion angewandt wird, 

hat die Mathematiker nicht getäuacht. Es läßt 
er Induktionsscbluß wenigstens eine Bedingung 
der mathematiachen Gegenstände nicht erfüllt ist. 
Eulegen, gehen wir von den Begriffen des In- 
B Umfangea (V) aus, die wir von früher (30) 

iabei nach den einzelnen Gebieten der Wirklich- 
betrachten zuerst die sinnlidte Wirklichkeit. 
■ einzelne Gegenstand ein Umfang, zu dem ein 
eraehbarer Inhalt gehört. Darin liegt schon aus- 
b bei Elaasenbildung zu jedem Umfang nur ein 



einziger Inhalt gehört. Denken wir daran, daS der 
Menge aUer Subjekte (Werte) ist, die die Satzfunkti 
so ergibt sich auch, daß zu jedem Inhalt nnr ein einzi 
gehört Der Inhalt ist das, was den Gegenstand zu 
stimmten macht; er bestimmt im besonderen auch d 
des Gegenstandes. 

Alle Prädikate, die einen Inhalt konstituieren, 
die Teile dieses Inhaltes ; es kann also ein Prädikat 
Inhalt und Inhaltsteil sein. Inhaltateila können ause 
teitbar sein oder nicht, sie können in notwendiger V 
stehen oder nicht. Je nachdem heißen sie gleicharti| 
gleichartige (echte) Teile. Temperatur und Größe i 
artige, Größe und spezifisches Gewicht echte Teile. 

Wir wollen jetzt untersuchen, wie bei der Bih 
gliedriger Klassen von einzelnen Gegenständen dersell 
Inhalt vom Umfang abhängig ist. 

Da müssen wir uns zuerst darüber klar sein, wai 
bei solchen Klassen bedeutet. Es sind an sich zweiWi 
unl den Inhalt der Klassen zu finden. Entweder v< 
Inhalt in sich alle Prädikate der Elemente oder nur c 
menten gemeinsafnen. Der erste Weg ist hier wegen c 
sehbarkeit des Inhaltes unmöglich. Der zweite Weg 
und ergibt ein richtiges Resultat, weil die den Elemen 
samen Trädikatp ja alle Prädikate sind, die von der 
einem einzigen Gegenstande gelten. Einen Mittelweg g 
Denn würde man zu den gemeinsamen noch anden 
hinzunehmen, dann würden die gemeinsamen allen Ele 
anderen' nur einigen zukommen und man könnte s 
welchen Gegenstand der Inhalt eigentlich bestimmte'). 

Ich nehme nun einen einzelnen Gegenstand Jj 0, 
zu ihm einen zweiten Gegenstand I^ U^ hinzu, so daß i 
der so entstandenen Klasse {/, -|- U^ ist, so kann, gan 
gesprochen, mit 7j dreierlei geschehen, wenn wir die 

') Ich mache darauf auf merkaam , daB das, was wl; 
Klaaae neimen, nicht der logische Begriff ist, sondern diese 
Unterfall amfaSt. Man kann aU Klasee beliebige (wax 
Betracht gelassen Ut) nnd'beliebig viele Gegenatande zasa 
Der togische BegriS geht aber auf volUtändige Klassen (um 
Merkmale). 



I Auge fassen: .J| kaDtt wachBe'n, konstant bleiben 

wachsen? Zweifellos sieht. Denn wenn man bedenkt, 
tlt der Elaase die gemeinsamen Prädikate umfaßt, 
ibet für den Fall I^ >• J^ höchateuB gleich J^ sein. 

konstant bleiben? Aber auch das ist auBgeacblosaen, 
*ch die Andersartigkeit der Inhalte, die beaagt, daS 
band auch InhaltBteile hat, die anderen nicht zu- 
er iat besonders darauf zu achten, daß die Anders- 
der Xlnübereehbarkeit beruht. Waa wir ala gemein- 
eile beobachten, iat immer nur der allerkleinste Teil 
ibaltes. Deshalb sieht es für uns manchmal so aus, 
[nhalt konstant bliebe. Möglich ist natürlich die 
er wegen der auf der Untiheraebharkeit beruhenden 
rit aufa höchste unwahrscheinlich. 

also, daß J] abnehmen muß. 

rir die Klaaae (Jj D,, Jj ITj) wieder als einen Gegen- 
Qnen wir zu ihm eines weiteren Gegenstand I^ U^ 
ind erhalten daaaelbe Resultat. Das Ergebnis gilt 
1. Macben wir den umgekehrten Prozeß, so nimmt 
!ensichttich zu. Wir haben demnach die Beziehung, 
b- Umfang -Relation (I-U-R) nennen wollen; 
isendem Umfang nimmt der Inhalt ab, und umgekehrt. 
R gilt selbatveratändlich für den Übergang von toU- 
tssen zu über- oder untergeordneten Klassen. Sie 
th gemäß nnserer Ableitung bei Zusammenfassung 
: Glieder innerhalb einer vollständigen Elaase, z.R 
gang Ton der Elaase „yiee bestimmte Hunde-Indi- 
int oder drei von solchen. Wir wollen die letztere 
senbildung immanente Klassenbilditng nennen; uns 
tzt nur diese Art. 

-R läßt sich noch etwas spezialisieren. In der sinn- 
hkeit herrscht bekanntlich eine Gesetzlichkeit, zufolge 
laltsteile und Komplexe vos solchen miteinander ver- 
keine echten Teile sind. Diese Naturgeaetzlichkeit 
üeterogeneität und ihrem Auswirken is der I-U-R 
irch sie überlagert sich der Asdersartigkeit eise ge- 
rtigheit Sie hebt die totale Heterogeneitftt auf, die 
n würde, daß sich überhaupt keine zwei Gegenstände 
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mit gemeinsamen Inhaltsteilen fänden. . Sie ist es 
Homogeneisieren (29) möglioli macht Sie ist nun an 
Erzeugung von Gleichmäßigkeiten der Anlaß, daß d: 
in erster Linie ytjn der Inhaltsabnahme zufolg© d( 
troffen werden. 

Was die Gesetzlichkeit mit den unechten ' 
notwendig tut, kann ich ireiwillig mit echten Teilen 
die ich für echte ansehe, vollbringen, nämlich bei 
bildung einen echten Teil so festhalten, daß er voi 
abnähme nicht betroffen wird. Wenn ich %. £. 
schwarzem Gehörn ontersuche, dann igt der Inhaltsti 
Gehörn" festgehalten, indem ich mir unter den B 
solche mit schwarzem Gehörn aassucha. Oder w 
elastische Kugel mehrere Male wider eine feste Wa 
Winkel von SO" sto^n lasse, dann habe ich von den 
„Stoß der elastischen Kugel wider die feste Wand" i 
dem festgehaltenen luhaltsteil „unter dem Winkel v( 
lieh erzeugt. Der festgehaltene Teil gibt mir also 
punkt, unter dem ich aus einer Klasse Individuen a 

51. Die Induktion im sinnliclieii Qegenstands; 

diesen Vorbereitungen ist es unschwer einzusehen, i 
bei immanenter Klassenbildung eine Bedingung der 
der sinnlichen Wirklichkeit ist. 

Ich zeige zuerst an einem Beispiele, wie sie Ind 
licht. Ich will untersuchen, wie sich beim zentral 
elastischen Kugel auf eine ruhende elastische Enge 
Masse die Geschwindigkeiten der Kugeln nach dem St 
und erzeuge diesen Vorgang (Gegenstand) beliebig 
festgehaltenen Inhaltsteil „Geschwindigkeit der sto. 
50 cm/sec." Dann wird jeder dieser Gegenstände an 
gehaltenen Inhalts teil noch einen weiteren Kom{ 
zeigen, nämhch die Vertauschung der Bewegungei 
auf Richtung und Geschwindigkeit nach dem Stoß 
also konstante Verknüpfungen von Iphaltsteilen ai 
I-U-E müssen bei immanenter Klassenbildung, wie a 
liegt, iu erster Linie die echten Teile abnehmen e 
des festgehaltenen Inhal tsteiles. Wenn nun bei bell« 
holung desselben Gegenstandes außer dem festgehalt 
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alt bleibt, dann müaaen wir acbließen, daH dies» 
fällig ist, daß dieser Teil vielmehr kein echter 

dem festgehaltenen Dot wendig verknüpft iat. 
! Grnmd der I-U-E von der Konstanz einer 

die Notwendigkeit. Die Bedingangen dieses 
Hch jetzt leicht ausdrücken. Es sind diese: 

hinreichend großen Umfang haben. 2. Es soll 
• ein möglichst einfacher Inhattateil mit mög- 
»t festgehalten werden.. Entsprechendes wie 

wann ich eine andere Geschwindigkeit festhalte. 
die^Gegenstände, indem man den Kugeln ver- 
gibt und die eine nicht mehr ruhen läßt, und 
u Versuchsaweck entsprechende Inbaltsteile fest, 

sämthche Beziehungen, in denen Massen und 

beim zentralen Stoß elaatiacher Kugeln stehen, 
jt offenbar der Typus jeder Induktion, mag sie 
rt aein. Jede Induktion enthält ein Si/stem von 
mbUdung^ mit festgehaltenen Inhaltsteilen. 
B Fr^a ist nun, ob die I-U-E bei immanenter 
le nottcendige Bedingung der Induktion ist. Wir 
larauf, wenn wir einmal annehmen, diese I-U-K 
1 müßten notwendig neben den festgehalteneu 

Inhaltsteile konstant bleiben, ohne daß diese 
ien, dann müßten also neben notwendigen Kon- 
auftreten, und wir hätten kein Mittel, um sie 
nterscheiden. Unter diesen Umständen wäre 
ich. Die I-U-R ist also eine notwendige Be- 
:tion. Ob sie auch die einzige notwendige, d. h. 
Bedingung ist oder welche Bedingungen sonst 
ige in Betracht kommen, sind Fragen, um die 
lümmem brauchen. 

ktion im matbematiscfaen Qegenstands^biet. 

nze Zusammenhang aucE für das Wirklichkeits- 
atischen Gegenstände? 

inem wir uns noch einmal, daß die I-U-R einen 
, der zwei Bedingungen erfüllt: er muß sein 
variabel mit dam Umfang dar Klasse. Unter 
n ist ein spezifischer Inhalt immanenter Klassen, 
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d. h. eis solcher, der dieser und nur dieser Elasai 
in der sinnlicheD Wirklichkeit vorbanden, aber 
der I-U-R nicbt erforderlicb. 

Wir trennen nun bier im matberoatiscbeti 
immanente Klassenbildung die beiden Fälle der 
absolnt gleichem Inhalt und der Gegenstände m 
Inhalt. 

Fasse ich zwei absolut gleiche m&thematis 
zu einer Klasse zusammen, so ist der ganze Inl 
Standes der gemeinsame Inhalt; er bleibt aber bei U 
konstant. Die I-U-R gilt also nicht. Alle sol 
tiiiB schließlich durch ihren Umfang verschieden. 

Fasse ich zwei verschiedene mathematiac 
z. B. zwei ebene Dreiecke oder die Zahlen 1 und 
zusammen, so ist es für die I-D-R gleichgültig, 
Klassen beliebig oft existiert; gäbe es die I-U-R 
so gäbe es sie bei allen ihr gleichen. Aber sie gi! 
nicht, wenn es anch einen Augenblick so aussi 
jedes mathematischen Gegenstandes setzt sich nä 
. aus seinem Klasseninhalt, der ihn zum Element d 
vollständigen Klasse macht, und aus seinem i 
spezifischen Inhalt. Dieser letztere ist es na' 
immanenter Klassenbildung allein abnehmen ka 
zu einem Dreieck ein zweites, so schrumpft d 
immanenten Klasse gegenüber dem Inhalt des ersi 
im allgemeinen zu dem allen Dreiecken gemeinsam 
zusammen; der spezifische Inhalt des ersten Dreiec 
verschwunden. Es ist also hei der Umfangszunal 
abnähme eingetreten. Aber bei weiterer Umfang 
der Inhalt konstant. Es könnte dnrch Zufall ein 
mit dem ersten Schritt noch nicht konstant gew« 
z. B. das erste Dreieck die Seiten 2, 4, 5om, 
Seiten 3, 4, 6 cm, so bleibt nach der ersten immi 
bildung außer dem allen Dreiecken gemeinsamen 
den beiden Dreiecken gemeinsame Inhalt „eine 
der erst beim zweiten Schritt verschwindet, wen 
festhält. Mit solchen Inhaltsäaderungen , die im 
Schritt und nur durch Zufall bei einigen weiter 
immanenten Klassenbildung auftreten, kann mai 
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Die I-tl'E verlangt einen bei jeder Umfangszunahme 
len Inhalt; der liegt aber biei' nicht vor. 
ereiche der mathematischen G^enatände gilt also die 
immanenter Elaasenhildung nicht i). Tatsächlich treten 
die Zustände auf, die wir vorhin (51) für den Fall des 
QS der I-U-R charakteriaiert haben. Ea finden aich 
n, die zofällig sind. Gaß af^ -{- x -\- il eine Primzahl 
le für Tide Fälle zufällig auftretende konetante Ver- 
sie gilt aber nicht notwendig, denn für x =^ 40 ist 
ÜBch. Dann gibt es Fälle, wo wir nicht aagen können, 
matanz zul&llig oder notwendig iat, z. B, bei dem Satze, 
gerade Zahl sich als Summe zweier Primzahlen dar- 
t. 

nun die I-ü-R bei immanenter Klassenbildung eine not' 
Bedingung der Indnktioa ist, gibt es im matheiiiatiachen 
isgebteie keine Induktion. 

fragen schlieSlich noch, worauf diese Zusammenhänge 
andes zurückgehen. ' 

ebiete der sinnlichen Wirklichkeit ist es offensichtlich 
'sartigkeit und Dnüberaehbarkeit der Inhalte, die es 
id notwendig macht, daß gemeinsame und variable Inhalte 
uenter Elaasenbildung zaatande kommen. Die Mög- . 
r Jnduktitm im sinnliehen Gegenstandsgebid beruht also 
<eeifischen Heterogetteität des Gebietes. 

gilt übrigens hier aach nicht, wie bcIioii mehrmals von 
«merkt worden iat, beim Übergaag von vollatändlgeti Klassen 
der nntergeordneten Klasien, wenn die ElassenbegrifEe Ans- 

Belationen zwiBcbeu homogen -qnantitstiTen Gegenständen 
l)eDn dann bildet die Mathematik den Elasaenbegriff nach 
, der oben (50) genannten Wege nicht ais die Menge der 
311 Prädikate, sondern als die Menge aller Prädikate, mengen- 
und vergleichsweise gesprochen nicht als den gemeinsamen 
tt, sondern aU die Vereiaigangenienge. Das ist mSglich, weil 
jedes mathematiechen Gegenstandes vollständig bestimmt ist. 
r aach notwendig, weil die dabei benntzten Zeichen a, b, e nsw 
senbegd&e, sondern Symbole sind, die. jede Zahl in Ihrer 
stimmtheit vertreten. „Das Pferd", „der Hand" asw sind 
Ichen Gegenstände, sondern Begriffe, Aber a, b, c nsw werden 
□attsche Gegenstände angesehen: denn man kann 1 zu a 
aber nicht „Earo" zu „der Hnnd" hinzuzählen. 

GessDitmnd dar IiUtii«matlk g / 



Bei den mathematischen Gegenständen sind 
quantitativen Heditun. Hier iat die Andersart 
die Unübersehbarkeit ganz geschwunden. Gle 
Bchiedenheit sind' hier aKSSchlieSlich homogen- 
Die Homogeneität schließt bei absolnt gleich 
die I-D'R nnd damit die Induktion aus. Sehen 
ist die Gleichheit von Inh altsteilen , also die G 
immanenter Elassenbildung durch den auaschl 
quantitativen Charakter der Gleichheit auf ein 
beschränkt, daB, wie wir hörten, im allgemeinei 
ersten Schritt Eonstanz des Inhaltes eintritt. N 
Induktion die I-Ü'R mit festgehaltenem Inhalte 
ist überhaupt nur dort möglich, wo die Eonst 
nach dem ersten Schritt eintr&te. Halte ich nun 
einen Inhaltsteil fest, z. B. bei den vorhiu gen 
die Seite von 4 cm, so schwinden nach dem e 
etwa sonst noch vorhandenen echten spezifische] 
es kann auch eben wegen des Festhaltens keine 
des spezifischen Inhaltes mehr erfolgen ; der fest 
jetzt der einzige spezifische TaiL Es ergibt s. 
Festhalten eines Inhalts teiles bei immanentei 
von mathematischen Gegenständen dort, wo es ü 
' ist, nicht nur im allgemeinen, sondern immer 
Schritt schon die Eonstanz des Inhaltes mit e 
Anwendung der Induktion ist also auch desha 
fälligen Inhaltaabnabmen ausgeschlossen. Und 
Unmöglichkeit der Induktion im mathematischen 
vollständig auf der Bomogeneitäi dieses Gebietes. 
Uoment allein würde sie nicht garantieren; de 
Gegenstände sind auch in quantitativen Medien. 
Indem die Homogeneität die Induktion anssc 
sie gleichzeitig die Möglichkeit der Anwendung de: 
Deduktion (43). 

53. Die voUsfflndige Induktion. Oft wir 

Grenzfall der vollständigen Induktion für das n 
biet angenommen. Habe ich in einer Bibliothek s 
sucht und formuliere nun das Urteil: Alle Bücher 
sind deutsch — , so nennt man das in der Sprac 



B YollEtändige Induktion. Diese Induktion liegt 
lan zusammenfassend Ton allen in der Erfahrung 
[ten dasselbe Prädikat oder von denselben Snb- 
r Erfahrung gegebenen Frädik«t« aussagt. 
Logiker haben sich hier von der Tradition frei- 
in Wirklichkeit haben wir nämlich im Falle 
7ollatändigen Induktion überhaupt keinen Schluß, 
Induktion, sondern nur einen kurzen Ausdruck 
rteile, wir haben — so wollen wir es nennen — 
ier universales Urteil. 

diese Form ■bedeutsain, vor allem deshalb, weü 
der eigenilielwn IndvMion sein kann. Denn im 
i universale Urteil ja die Eonstane einer Ver- 
ichließt man nan von dieser Konstam auf die 
I hat man die eigentliche Induktion. Behaupte 
Ier Erfahrung, daß alle Bewohner eines Dorfes 
läSt dieses aniversale urteil es offen, ob diese 
äJlig oder notwendig ist. Mit mehr oder weniger 
inlichkeit kann ich nun aber schließen, daß die 
ihner notwendig mit dem Dorfe Terknftpft ist 
Steuern, schlechten and wenigen Boden, Trägheit). 
Trteil wird dadurch zu einem generellen Urteil, 
Ichen, das das Prädikat als mit dem Wesen des 
verknüpft aussagt: Der Bewohner dieses Dorfes 
ind aber jetzt alle vergangenen und zukünftigen 
ibezogen unter der selbstverständlichen Voraus- 

ümstände, die die Armut bedingen, bestanden 
ben bleiben. Schließe ich aus der Erfahrung, 

in elliptischen Bahnen die Sonne umlaufen, auf 
t dieser Verknüpfung, so bedeutet das generelle 
iuet umläuft in ellipfdscher Bahn die Sonne", 

Planeten, anch wenn sie andere Uaesen, Ent- 
isäßen, und auch beliebig viele andere Planeten, 
lonnensystem gäbe, elliptische Bahnen besitzen 
enerelle Urteil ist im Bereiche der sinnlichen 

allgemeiner, umfangsgröOer als das universale. 

eses Verhältnis hier vorliegen, weil alle mögltcheti 

m Gegenständen niemals rerwirMicht sein können. 

Bereich der existierenden sinnlichen Gegenstände ist immer 
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nar eine ÄuBw&hl ans dem Bereiche der möglicheo. 
Urteil amlaCt nnn aber alle existierenden Binnliche 
seines Umfanges, das generelle auch die möglichen. 

Wir können jetzt so sagen. Im Grenzf alle kann d 
grandlage der eigentlichen Induktion alle Einzfdfällc 
aas d««* Erfahrung bekannt sein können , und finc 
logischen Ausdruck in einem universalen Urteil. 1 
Induktion besteht darin, daS aus dieser Grfahrungi 
generelles Urteil erschlossen wird. Die sogenannt 
Induktion ist also hier weiter nichts als der logischoi 
Grenzfalles der ErfahrungagmndlagB für die eigenfcl 

Das universale Urteil kommt natürlich in jede 
ebensogut wie alle Tage im Leben vor, sonet kön 
einmal einfache Sätze von der Form „Alle A si 
Selbstverständlich findßt es sich auch in der Mathemt 
wir aber, daß das universale Urteil alle Exemplare 
(oder Prädikat) gemeinten Art umfaßt, dann erkeni 
daß es in der Matkenuitik den Unterschied von tii 
generellen Urteilen nicht gibt. Denn hier sind a 
d. h. widerspruchsfreien Gegenstände wirklich. I 
K&nstana einer Verknüpfung, die ein universales 
hier notwendig. Man denke sich, der große Fern 
sei nacheinander bewiesen 1. für den Elxponentei 
ungeraden regulären Primzahlen , 3. für die abri| 
Primzahlen, dann ist das univerf|ale Urteil „'üeiT 
jeden Exponenten außer 2" zugleich ein generelles 

Nennt man') vollständige Induktion deii Sei 
versalen auf das generelle Urteil, so liegt, wie 
selber erwähnt, kein prinzipieller Unterschied von d 
Induktion vor und deshalb auch kein Grund eines eij 

Man kann also die Sache ansehen wie man will: 
gibt es auch als vollständige Induktion in der Mat 
Im letztgenannten Falle Windelbands nicht, weil 
matik jedes universale zugleich ein generelles 1 
anderen Falle ebenfalls nicht, weil dann die ao( 
ständige Induktion überhaupt keine Induktion ist. 

') Vgl Lletzi 
^) Windelbai 
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t. Beispiele. Von den Torstehenden nnd den früheren 
kmngen ans sind nun die einzelnen Fälle leicbt za beurteilen, 
: Beispiele mat}iemati|cher Induktionen angeführt werden, 
«prochen hier die hauptsächlichsten. 

Die einfachen speziellen Zahlf ormeln , wie 3 -\- i ^:^= 7, 
: 10 und Seihen wie" 1, 3, 5, 7, 9 . . . , auch die allgemeinen 
Formela, sind nicht dnroh Induktion entstanden , eondem 
Q auf der Zahlreihe. Wenn die Formeln 3.4^4-3, 
; 7.Ö UBW in ah = ba zusammengefaßt werden, so liegt 
.nduttion vor, weil bei immanenter Klassenbildung keine 
abnähme stattfindet. Der Mathematiker hält die allgemeine 

ab = ba nur für richtig, weil sie sich aUgemein beweisen 
ler nicht, weil die speziellen Formeln richtig sind. 

Irgend ein geometrischer Satz, z. B, der von der Winkel- 

im ebenen Dreieck, wird an einer einzelnen Elgur bewiesen. 

soll er aber für alle Dreiecke. Das soll eigentliche In- 

anäcbst muß man sich klar halten, daß der Satz nicht von 
^ur gut, denn sie ist ein individueller sinnlicher Gegenstand; 
Q er gilt von dem geometrischen Gebilde, das die Figur 
isieren soll. Daß nun hier keine Induktion vorliegt, hat 
tfill deutlich gesehen, trotz Beiner sonstigen falschen Äuf- 
r der Mathematik ; „ Es fehlt hier . . . ganz die charakteristische 
chaft der Induktion, indem die erhaltene "Wahrheit, obgleich 
klich eine allgemeine ist, nicht einzelner bewiesener FäUe 
geglaubt wird. Daß alte Dreiecke diese Eigenschaft be- 
schließen wir nicht daraus, daß einige sie besitzen")", 
dem vorhin (52) Gesagten würden wir auf diese Weise 
upt zu keinem allgemeinen Urteil kommen können; denn 
nogenen Bereich der Mathematik Icann die Konstanz einer 
ipfung eine Notwendigkeit einschließen, muß es aber nicht, 
ilten den Satz vielmehr desh{>lh für richtig, weil zum Be- 
lichts benutzt wird, was Ton der Art des Dreiecks abhängt. 
Leber Zusammenhang ist nur in einem homogenen^ Bereiche 
b, weil es darin keine Individuen gibt. 
. In der Mathematik kommt oft der Fall vor, daß bei Be- 
von Sätzen der umfang des Subjektes oder Prädikates in 

Mill, System derdeduktionen and induktiven Logik. l.Bd.,S.3B3. 



melirere Bereiche zerlegt und der Beweis für jed 
ständig geführt wird. Will mait z. B. zeigen, dal 
Winkel gleich der Hälfte des Zentriwinkels ist, d 
demselben Bogen steht, so zeigt man die Bichti 
für die drei Fälle, daß der Mittelpunkt des Ei 
außerhalb und auf einem Schenkel des Periphi 
Ein zweites Beispiel bietet die schon einmal ang 
gruppe beim grollen Fermatacben Satz (53). 
Ton vollständiger Induktion sein. 

Wir wissen jetzt sogleich, daQ die auf diese 
Urteile nichts als universale und darum hiei 
urteile sind. 

4. Der berühmteste Fall der Induktion in 
ist der Fall der voUständigen Induktion, die in d 
n auf n ^- 1 liegen soll. Wir erläutern ihn an 
indem wir den Satz beweisen: In jeder mit 1 be 
aufeinanderfolgender ungerader Zahlen ist die S 
gleich dem Quadrate der Anzahl ihrer Glieder. 
Satz gefwnden haben, ob durch Indulition odei 
gleichgültig und hat auf den Beweis nicht den ge 
Wir nennen die Anzahl der Glieder rt. Für « = 
ofienbar richtig; denn 1 ^1'. Wir nehmen n 
Satz für M Glieder richtig seL Dann ist 

l + 3 + 5 + -- + (2i,-l) = . 

Addieren wir auf beiden Seiten (2n-|-l), so kon 

l+3 + 5 + --- + (2»-l) + (2« + l) = . 

EKe rechte Seite ist aber gleich {n-\- 1)^. Gilt c 

n Glieder, dann auch für n 4* 1 Glieder. 

Nun wissen wir, daß der Satz für n = 1 ; 
ist er aber gemäß diesem Beweise auch für 1 -f 
Ist er aber für n = 2 richtig, dann gemäß de 
auch für 2 -|- 1 = 3 usw. Also gilt er allgemei 

Drei Punkte dieses Schlusses sind beachtens 

Zunächst der Nachweis der Richtigkeit fü 
man mit Wundt sagen kaun^), er sei „ans exp 
mittlungen hervorgegangen", ist nicht recht vei 

') Wundt, Lopfc, II*, 1907, 8.134. 
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zeigen durch Einsetzen und Ausrechnen, daß der Satz für n = 1 
richtig ist. Das kann man als mathematisches Analogen zu der 
Erprobung eines Naturgesetzes im Experiment ansehen, aber nicht 
als mehr. Es handelt sich in Wirklichkeit nur um Folgerungen 
auf Grund der Zahlreihe. * 

Fürs zweite die „Annahme", daß der Satz für n Glieder gelte. 
Das hat man wegen der Form „wir nehmen an" eine Hypothese 
genannt. Nun ist zwar jede Hypothese eine Annahme, aber nicht 
jede Annahme eine Hypothese. Welchen logischen Charakter die 
Annahme hat, hängt davon ab, was sie für die Erkenntnis leistet. 
Solange eine Annahme für die Deutung von unverständlichen Er- 
scheinungen als hinreichend, aber nicht als notwendig erwiesen 
ist, nennt man sie eine Hypothese. Was aber in unserem Falle 
und überhaupt bei Annahmen in der Mathematik vorliegt, ist 
eine Stufe in einem Schlüsse, die notwendig ist, um das Bestehen 
(oder Nichtbestehen) eines Sachverhaltes zu beweisen. 

Fürs dritte endlich der Schluß auf allgemeine Geltung. Hierin 
soll die vollständige Induktion stecken. In Wahrheit haben wir 
aber hier eine SchlußJcetle^ die wegen der Struktur der Zahlreihe 
vollkommen gleichförmig ist und deshalb nicht vollständig durch- 
laufen zu werden braucht. Eine gewisse äußere Ähnlichkeit mit' 
dem, was man „vollständige Induktion" zu nennen pflegt, ist 
allerdings vorhanden, indem man in der Schlußkette eine andere 
Form des universalen Urteils erblicken könnte. Wir wissen aber 
(53), daß das universale Urteil überhaupt keine Induktion umfaßt, 
daß aber das, was man in richtigerer Einsicht „vollständige 
Induktion" genannt hat, was aber eine eigentliche Induktion ist, 
nämlich der Schluß vom universalen aufs generelle Urteil, in der 
* Mathematik unmöglich ist. 

Es wäre also gut, wenn die Mathematiker besonders hier end- 
lich einmal das Baden von der vollständigen Induktion sein ließen. 

55. Die Induktion als heuristische Methode. In der Ge- 
schichte der Mathematik spielt die Induktion eine große Bolle, 
besonders in den ersten Anfängen. Wir haben ja früher (1) schon 
gehört, wie die Erfahrung zu mathematischen Wahrheiten geführt 
hat. Aber die Induktion ist nie ein Beweismittel der wissen- 
aftlichen Mathematik gewesen, sondern nur eine heuristische 
shode. Man kann nie Sätze durch sie beweisen, sondern nur 



Sätze durch aie erhldten. Auch in der neueren ] 
sie in diesem Sinne nicht unbekannt und wird wohl 
zufällig angewandtes und zufällig zum Ziele führen' 
Genau so wertvoll, wie die Induktion in den 
Mathematik war, ist sie heute für den matbema 
riebt, der hierin eine Art von Rekapitulation der < 
aollte, ohne ihre Um- und Irrwege mitzugehen. Alli 
und geometrischen Sätze dee ersten Unterrichtes 
sichtiger Lehrer seine Schüler an der Erfahrung 
Wenn der Geist dann langsam in die Eigenart des r 
Gegen standsbereich es hineingewachsen ist und d 
logischen Zneammenhanges fühlt, werden die allgei 
leicht sein, während sie früher eine Qnal gewesen 
halb verstanden worden wären. 

56. Gegenstand und Methode in der Math 

kommen zum Schlüsse auf ein FVoblem des An. 
Wir hatten dort (1) erkannt, daß die tiefste logi 
rietik einer Wissenschaft durch den Gegenstand e 
die Methode vom Gegenstand bestimmt ist. Nac 
G^enstand der Mathematik in seinen wesentlichei 
charakterisiert haben, ist es uns jetzt möglich, ein< 
die mathematische Methode zu bekommen. Wi 
unserer Untersuchung auch insofern ein natür 
friedigendes Ende, als dieses letzte Kapitel ja s( 
Methode spricht, allerdings nicht um dieser Metbo 
dern weil, wenn die Mathematik sich ihrer tatsäi 
unsere ganze Gegen Standsbestimmung falsch se: 
kann sich hier natürlich nur um die allgemeine Jie 
lediglich um ein deutliches Herausstellen dessen h 
der Untersuchung schon vorliegt. 

Weil wir den Gegenstand der Mathematik i 
ständen anderer Wissenschaften verglichen habe 
bei dieser kurzen Charakteristik der Methode auc 
Naturwissenschaft zum Vergleiche heranziehen. 1 
der Naturwissenschaft ist die sinnliche Gegensti 
logische Kennzeichen dieser Wirklichkeit ist ihre 
Wir haben nnn eine absolute Heterogeneität (30) 
(50) unterschieden. Die Heterogeneität der sinnt 
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keit ist nicht total, sondern überlagert von einer gewissen Homo- 
geneität. Durch diese Struktur wird, wie uns das vorliegenäe' 
Kapitel gezeigt hat, die I-XJ-R im sinnlichen Gegenstandsbereich 
erfüllt. Durch die I-ü-R wird aber, wie wir weiter hörten, die 
Induktion möglich. Nun ist die allgemeine Methode der Natur- 
wissenschaft logisch als generalisierend charakterisiert; die Natur- 
wissenschaft sucht nach allgemeinen Begriffen und nach Gesetzen. 
Diese Generalisation wird praMisch durchgeführt mit Hilfe spezieller 
Methoden wie der Induktion und Deduktion;, ihre Resultate werden 
aber gerechtfertigt letzten Endes nur durch die Induktion. Auf 
diese Weise hängt der logische Charakter der allgemeinen natur- 
wissenschaftlichen Methode mit der logischen Struktui' des Gegen- 
standes zusammen. 

Auch die allgemeine Methode der Mathematik muß von der 
Logik als generalisierend bestimmt werden. Aber sie unterscheidet 
sich von der naturwissenschaftlichen Methode wesentlich in zwei 
Punkten. Erstens erreicht die Mathematik ihre Generalisationen 
zwar auch durch spezielle Methoden wie Induktion und Deduktion, 
wenn auch hier die Deduktion überwiegt; sie rechtfertigt sie indes 
ausschließlich durch Deduktion, und diese Deduktion ist absolut 
sicher. Zweitens besitzep die Resultate der mathematischen 
Generalisationen, soweit sie sich in Formeln darstellen lassen, die 
Eigentümlichkeit, daß sie nicht, wie die sonstigen allgemeinen 
Begriffe, die Besonderheiten der einzelnen, in ihnen zusammen- 
gefaßten Gegenstände ausschließen, sondern sie enthalten, die 
speziellen Gegenstände mit ihren sämtlichen Besonderheiten (52, 
Anmerkung). Wir wissen aus unseren Untersuchungen, daß 
diese Unterschiede ganz auf der logischen Struktur der mathe- 
matischen Wirklichkeit beruhen, die homogen ist, aber von einer 
gewissen Heterogeneität überlagert wird (30). 

Dadurch, daß sowohl der Gegenstandshereich der Naturwissen- 
schaft als auch der der McUhematih Homogenes enthält , ist hei 
beiden Wissenscliaften die Generalisation überhaupt möglich (50); 
durch den Unterschied in der Mischung von Heterogeneität und 
Homogeneität entstehen die Unterschiede in den generalisierenden 
Methoden. 
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